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Introduction 


La théorie des groupes quantiques est jeune, dynamique, et trouve 
sans cesse de nouvelles relations avec d’autres domaines : théorie quan- 
tique des champs, invariants de nœuds et de tresses, fonctions spéciales, 
représentations de groupes finis, ... On comprend aisément que les pères 
fondateurs et leurs successeurs directs aient préféré aller rapidement de 
Pavant plutôt que de s’astreindre à écrire en détail des démonstrations 
souvent fastidieuses, mais pas toujours faciles à reconstituer. Cet ouvrage 
ambitionne de remédier à cet état de fait, mais en restant dans un cadre 
restreint; le chapitre V est consacré à une étude des groupes quantiques 
Un (sI(N +1, k)) vus comme des déformations formelles de U(s(N +1,k)), 
c’est-à-dire du point de vue de Drinfeld, pour lesquels 


1) on démontre que la définition usuelle par générateurs et relations 
conduit effectivement à une déformation formelle de U/(sl(N + 1,k)) (la 
démonstration est essentiellement équivalente à la construction d’une 
base à la Poincaré-Birkhoff-Witt), 


2) on donne une présentation de leurs duaux restreints ou “algèbres 
de coordonnées sur U;(sl(N + 1,k))”, 


3) on écrit la “R-matrice universelle” dans le cas où N = 1, mais 
sans en faire la théorie. Le chapitre VI est d’un style un peu différent des 
précédents ; il est consacré à des travaux plus récents sur les déformations 
d'espaces homogènes, que l’on a systématiquement replacés dans le cadre 
des “algèbres de coordonnées sur U (sI(N +1, k))”. Par contre il a semblé 
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utile de présenter de façon relativement extensive un assez grand nombre 
de préliminaires, comme : 


e le “lemme diamant” (§1.2), dont on fait par la suite un usage systé- 
matique pour construire des bases d’algèbres définies par générateurs et 
relations; 


e duaux restreints des algèbres (§ I.3), algèbres de fonctions représenta- 
tives sur les groupes discrets ou de Lie, et leurs présentations dans le cas 
des groupes classiques (§ II.2); 


e algèbres de Hopf (§ H.1) et divers résultats de dualité entre ces algèbres 
et les groupes (8 IL.3), destinés à motiver certaines notions relatives aux 
groupes quantiques, introduites ou non dans la suite de cet ouvrage; 


e diverses structures de Poisson sur les algèbres, cogèbres et bigèbres 
(§1I.5) qui apparaîtront au chapitre III comme dérivées de déforma- 
tions formelles; les structures ainsi obtenues sont couramment appelées 
“limites classiques” de ces déformations formelles; l’un des problèmes 
centraux de la théorie consiste à “quantifier” une structure de Poisson 
donnée, c’est-à-dire à construire des déformations formelles l’admettant 
comme dérivée; 

e dans le cas d’une algèbre enveloppante, on obtient, par restriction à 
l'algèbre de Lie, la notion de bigèbre de Lie (§ II.5); 


e équations de Yang-Baxter quantique et classique (88 H.2, II.5, II.3); 


e déformations formelles d’algèbres associatives, trivialité des déforma- 
tions formelles des algèbres enveloppantes d’algèbres de Lie semi-simples, 
bijection entre représentations de l’algèbre déformée et de l’algèbre don- 
née (n° IIL.2.5), déformations formelles d’algèbres de Hopf et leurs duaux 
restreints (n° IIL.3.5). 


Parmi les sujets d'étude qui auraient pu être abordés mais ne l'ont 
pas été, citons l'adaptation au cas des déformations formelles des notions 
d’involution et de norme sur une algèbre, qui pourrait conduire à l'étude 
des “formes réelles” des groupes quantiques ainsi qu’à l’assertion “le dual 
restreint de {4;(g) est un groupe quantique compact”. Le problème de 
la “fixation” ou “spécialisation” du paramètre n’a pas été abordé, sauf 
dans deux cas particulièrement simples : l’algèbre enveloppante de l’algè- 
bre de Lie de Heisenberg, et le plan quantique de Manin; pourtant un 
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certain nombre de résultats (par exemple la bijection entre les repré- 
sentations de l’algèbre déformée et de l’algèbre donnée) s’énoncent de la 
méme facon dans les situations “déformation formelle” et “a paramétre 
fixé avec valeur générique du paramètre”, et il serait intéressant de dé- 
duire les seconds des premiers. Remarquons aussi que nous n’avons pas 
abordé l’étude des quasi-algèbres de Hopf et autres quasi-structures. 


Le lecteur aura compris que le point de vue adopté ici est essentielle- 
ment algébrique : les déformations formelles des algèbres de fonctions 
sur un groupe de Lie G n’apparaissent que par dualité à partir des dé- 
formations formelles de l’algèbre enveloppante : en particulier on ne fait 
pas une étude systématique d’objets géométriques comme les variétés 
de Poisson, les groupes de Lie-Poisson (voir cependant le $11.5.6), les +- 
produits, etc. Le lecteur désireux d'approfondir ses connaissances pourra 
consulter, parmi d’autres, les ouvrages [11] et [39]. 


Je tiens 4 remercier tout spécialement N. Andruskiewitsch, P. Cartier, 
B. Enriquez, D. Gurevich, Y. Kosmann-Schwarzbach, C. Moreno, M. Ros- 
so, avec qui j’ai eu des conversations éclairantes en écrivant ce livre, ainsi 
que C. Kassel qui m’a permis de consulter son ouvrage Quantum Groups 
en cours de rédaction. 


Chapitre I 
Algèbres, présentations, 
duaux restreints 


1. Notations générales 


Sauf mention expresse du contraire, la lettre k désignera un corps 
commutatif et les k-algèbres associatives à unité seront appelées “algè- 
bres”. Les notations suivantes resteront valables lorsque k sera un anneau 
commutatif à unité. 


Si V et W sont des k-modules, on écrira généralement Hom(V,W), 
End V, V*, V&W au lieu de Hom,(V, W), End, V, Hom, (V, k), V@,W. 
On note QV l'algèbre tensorielle de V sur k; le produit dans cette algèbre 
sera noté tantôt ab, tantôt a&b. Lorsque l’on aura deux applications liné- 
aires f; : V; — W;, i = 1,2, on écrira parfois fı x f au lieu de fı & fz pour 
éviter toute confusion avec les produits tensoriels de représentations. 


Si X est un ensemble, on note (X) le semi-groupe libre engendré 
par X et par l’élément neutre 1; ses éléments sont appelés monômes; 
si V désigne le k-module libre de base X,(X) est une base de @V, ce 
dernier espace étant aussi noté k (X) et appelé algèbre associative libre 
construite sur X; k (X) est donc aussi l’ensemble des polynômes non com- 
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mutatifs par rapport aux éléments de X, tandis que k[X] est l’ensemble 
des polynômes commutatifs. 


Enfin M(n,k) désigne l’algèbre des matrices à n lignes et n colonnes 
à coefficients dans k. 


2. Présentations d’algèbres 


Dans tout le §1.2, la lettre k désigne un anneau commutatif à unité. 


2.1. Définition 


On se donne un ensemble X et des éléments de k (X) : 


E® = 101 + DES MO ay an 
T zy 


où z,y,...parcourent X, i un certain ensemble J et A, AM, AQ... € k. 
L’algèbre quotient de k (X) par l'idéal bilatère engendré par ces éléments 
est appelée algèbre définie par l’ensemble de générateurs X et les relations 
EG) = 0, 


2.2. Le lemme diamant 


On se donne un ensemble X ; un système de réductions pour X est une 
famille S = (£;, ;)ier, I ensemble quelconque, d'éléments de (X) x k (X). 


A tout i € I et tous a,b € (X), on associe la réduction Taib : opé- 
rateur k-linéaire dans k (X) transformant aé;b en a¢,b et laissant fixes 
les autres éléments de la base (X). 


Un monôme est dit irréductible s’il ne contient aucun &;, c'est-à-dire 
s’il n’est pas de la forme a€;b, i € I, a,b € (X). 


Une ambiguité de recouvrement est un quintuplet (i, j, a,b,c) tel que 
i,j € I, a,b,c € (X) — {1}, & = ab, & = bc; elle est dite résoluble s’il 
existe des produits de réductions r’ et r” vérifiant r’(¢;c) = r” (aġ;). 
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Une ambiguité d’inclusion est un quintuplet (i, j, a, b,c) tel que i,j € 
I,i#j, a,b,c E€ (X), & = b, & = abc; elle est dite résoluble s’il existe 
des produits de réductions r’ et r” vérifiant r'(agic) = r”(¢;). 


Le système de réductions S est dit confluent si toutes les ambiguités 
sont résolubles. 


Théorème 

On suppose vérifiées les deux conditions suivantes : 

a) S est confluent, 

b) il existe sur l’ensemble (X) une relation d'ordre (partiel) de monoi- 
de, vérifiant la condition de chaîne descendante, et telle que pour tout 
i,; soit une combinaison linéaire de monômes strictement inférieurs à 
&. 

Alors 

(i) Les monômes irréductibles forment une base de k(X) modulo 
l'idéal bilatère engendré par les éléments &; — ¢;,1 € I. 

(ii) Soit Ç un élément de k (X) ; toute suite (Çn) obtenue par réductions 
successives à partir de Ç est stationnaire; son dernier élément est une 
combinaison linéaire de monômes irréductibles et est indépendant de la 
suite de réductions choisie. 


Démonstration 
Voir [5]. 


Remarque 


Voici un moyen pratique de s’assurer que la condition b) est vérifiée. 
Ecrivons chaque ¢; comme une combinaison linéaire ¢; = Pa ia; Nia OU 
Aia € k et Ma € (X). Soit n un entier > 0; munissons N” de l’ordre 
lexicographique, i.e. on a (m1,...,Mn) < (Pı, ---, Pn) Si et seulement si 
Mi < pı OÙ Mı = pı et Ma < pz, etc. Supposons construite une applica- 
tion F =(F,...,F,) de (X) dans N” vérifiant la condition suivante : 


b’) si 4 et Ç sont des éléments de (X) et si Ç se déduit de 0 par 
remplacement d’un &; par un Nio, alors F'(¢) est strictement inférieur à 
F(8). 
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Alors la condition b) est vérifiée en définissant la relation d’ordre 
0 > Ç comme suit : il existe une suite 0 = bo, . . ., 0p = Ç telle que chaque 
6;, se déduise de 6,_, par remplacement d’un £; par un ia. 


Une application F vérifiant la condition b’) sera dite adaptée au 
systeme de réductions. 


2.3. Exemple 


Supposons X totalement ordonné et prenons comme système de ré- 
ductions S l’ensemble des éléments (yz, xy) où x < y; S est évidemment 
confluent ; prenons pour application F : (X) — N le nombre d’inversions, 
Le. Si T°, est un monôme, F{x;:--x,) est le nombre de couples 
i,j = 1,...,r vérifiant i < j et x; < zi; il est immédiat que F est 
adaptée. Le lemme diamant montre que l’algèbre obtenue admet pour 
base les monômes de la forme 27x57... avec x; € X et £1 < To <; 
ce n’est autre que k[X]; on l'appelle algèbre symétrique du k-module libre 
V ayant pour base X et on la note aussi 5,V ou SV. Résultat analogue 
pour l'algèbre extérieure AV, mais ici m; = 1. 


2.4. Exemple 


Notons g une algèbre de Lie de dimension finie ou non sur k qui est 
un k-module libre; prenons pour X une base (e1, €2,...) de g; notons À) 
les constantes de structure, définies par 


lex, ej] = D VE jek: 
k 
Prenons pour système de réductions S l’ensemble des couples de la forme 
(ei€j, eje; + Dex) où i>j. 
k 


Démontrons d’abord que S est confluent. On a à considérer les ambiguités 
de recouvrement ejejex avec i > j > k, mais pas d’ambiguités d’inclu- 
sion. Réduisant e;e;e, des deux façons possibles, i.e. en commençant par 
ei(ejex) ou par (ee; ex, on obtient deux expressions dont la différence 
est 


Dm + Helin + Vik Ymi)ea 


q m 
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et ceci est nul en vertu de Videntité de Jacobi. 


Ensuite on peut définir F : (X) — N? par 
F, (0) = degré total de 0,  F2(0) = nombre d’inversions de 6; 


pour tout produit ejej avec à > j, les Nia de la remarque ci-dessus sont 
eje; et certains éléments de X ; F est donc adaptée. 


L’algèbre obtenue est appelée algèbre enveloppante de g et notée U(g); 
elle admet donc pour base les monômes de la forme ef” e3”? - - - (théorème 


de Poincaré-Birkhoff-Witt). 


2.5. Exemple 


L'ensemble X est formé de trois éléments a,b,c; S est formé des 
trois couples suivants : (ba, ab — Ab), (ca, ac + Ac), (cb,bc — P(a)) où 
A € k et P(a) € klal; il est facile de voir que S est confluent : ily a 
une seule ambiguïté de recouvrement (et pas d’ambiguité d’inclusion), à 
savoir (cb)a = c(ba); or (cb)a se réduit successivement en bca — P(a) : a, 
bac + Abe — P(a) - a, abc — Pa) - a, et d'autre part c(ba) se réduit suc- 
cessivement en cab — Àcb, acb, abc — a - P(a). Les divers 7. sont les 
suivants : 


e pour l'élément £; = ba : ab et b, 
e pour é; = ca: ac etc, 
e pour €; = cb : bc et certaines puissances de a. 
Définissons F : (X) — N? par 
F\(0) = degré total de 0 par rapport à b et c 


F(8) degré total de 0 
F:(8) nombre d’inversions de 9; 


F est adaptée. L’algèbre obtenue admet donc pour base les monômes 
abc où m,n,p € N; lorsque À est non nul et que P(a) = pa avec 
u # 0, c’est l'algèbre enveloppante U/(sI(2, k)) ; le cas général nous servira 
au §IV.1.1 pour définir le groupe quantique Un(sI(2, k)) par générateurs 
et relations. 
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2.6. Exemple 


L'ensemble X est formé de quatre éléments a,b,c,d; S est formé des 
couples suivants : (ba, gab), (ca, qac), (cb, bc), (db, gbd), (dc, gcd), (bc, gad— 
ql), (da, q?ad — (q? — 1)1) où q est un élément inversible fixé de k. On 
vérifie que S est confluent; les éléments 7, Correspondant aux divers 
&; sont les suivants : pour ba : ab; pour ca : ac; pour cb : bc; pour 
db : bd; pour dc : cd; pour bc : ad et 1; pour da : ad et 1. Définissons 
F : (X) — N? comme à l'exemple précédent; F est adaptée. L’algèbre 
obtenue admet donc pour base les monômes ab" d? et a” cd? ; elle nous 
servira au 81V.3.4 dans l’étude du dual restreint du groupe quantique 


Un(s(2, k)). 


3. Dual restreint d’une algèbre 


Dans la suite du chapitre I, la lettre k désigne un corps commutatif. 


3.1. Coefficients, formes linéaires représentatives 


On appelle antireprésentation d'une algèbre A toute représentation 
de l'algèbre opposée A; À admet une représentation et une antirepré- 
sentation naturelles dans A*, dites régulières, définies respectivement par 
(a, p) > Pa et (a, p) — af avec Palb) = g(ba) et a(b) = (ab). 


Soit (V,7) une représentation ou antireprésentation de À, v € V, 
E € V*; on définit le coefficient OF, € A* par 


zula) = (€, (a) | v) | 


Si V est de dimension finie et si (e;) est une base de V et (e*) la base 
duale, le coefficient &.., sera noté ®7; ou encore 7;,;. Les coefficients 
des représentations de dimension finie sont aussi appelés formes linéaires 
représentatives, et forment un sous-espace vectoriel de A* noté A? et 


appelé dual restreint de A. 
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Proposition 3.2 
Pour un élément y de A* les conditions suivantes sont équivalentes : 


(i) pe A 
(ii) y est un coefficient d’une antireprésentation de dimension finie 
(iii) les formes linéaires ,y forment un sous-espace vectoriel de dimension 
finie 
(iv) les formes linéaires pa forment un sous-espace vectoriel de dimension 
finie 
(v) Ker y contient un idéal à gauche de codimension finie 


(vi) Ker y contient un idéal 4 droite de codimension finie. 


Démonstration 
On a (i) <= (ii) parce que (€,7(a)-v) = ('n(a) - €, v). 


On a (i) = (iv) parce que (PE, )a = DF q(ayy et (iv) = (i) parce que, 
pour tout y € A*, p= a, où À désigne la représentation régulière de 
A dans A*. 


Pour (iv) > (vi), prendre J = Naga Ker pa. 


Démontrons (vi) => (iv); supposons que Kery contient un idéal à 
droite J de codimension finie; soit (a1,...,a,) une base de A modulo 
I; notons À,..., An les fonctions coordonnées sur cette base; alors, pour 
tout a € A, ona 


Pa = >> (aia) i Ài. 
i=1 


Les autres implications se démontrent de façon analogue. 


3.3. Exemple 


Prenons pour A l’algèbre k[X] des polynômes à une indéterminée, 
d'éléments notés a = >, a, X” ; identifions A* à kN par la dualité (y, a) = 
Sn nan. Alors y appartient à A? si et seulement s’il existe un entier r > 0 
et des éléments À), uw € A*, i =1,...,r vérifiant Yp44 = Di- do) wo, 
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[La condition est trivialement suffisante; pour voir qu’elle est néces- 
saire, on note (uQ), es at) une base de l’espace des pa et on écrit, pour 
tout a € À, ga = ZZ; AM(a) - ul) 


Si k est algébriquement clos, les conditions ci-dessus sont encore 
équivalentes à la suivante : y est combinaison linéaire d'éléments 4 de la 
forme 


Wn = ee (") qr 
g=0 q 


ot p € N,a E k, À, € k; en effet, d’après le théorème des “formes 
réduites” de Jordan, toute représentation de dimension finie de k[X] est 
somme directe de représentations de la forme 


a 1 0 - 0 

0 «a 1 : 0 
X — 

0 0 0 a 


4. Algébres de fonctions représentatives 
sur les groupes 


4.1. Définitions 


Soient G un groupe, (V,7) une représentation de dimension finie de 
G sur k, v un élément de V, € un élément de V*; on définit le coefficient 
$7, comme étant la fonction sur G à valeurs dans k : 


f(g) = (E, (g) -v). 


Ces fonctions sont aussi appelées fonctions représentatives; leur ensemble 
sera noté R(G). L'existence de sommes directes et produits tensoriels de 
représentations entraîne immédiatement que R(g) est une algèbre (com- 
mutative) pour le produit ordinaire des fonctions. 
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Notons kG Valgébre du groupe G sur k; c’est l’espace vectoriel ayant 
pour base des éléments notés €,, g € G; la multiplication (produit de 
convolution) y est donnée par 


EgEg' = Egg! 
ou encore, en considérant les éléments de kG comme des fonctions sur G, 


(ab)(g) = $> a(g'ha(g"). 
g'g"=9 
Les représentations de kG correspondent bijectivement à celles de G, 
donc (kG)? s'identifie à R(G); nous verrons plus loin ($11.2.3) pourquoi 
(kG)? est une algèbre. 


Si G est un groupe topologique et si k = C, on note Reont (G) la sous- 
algèbre de R(G) formée des coefficients des représentations de dimension 
finie continues; c’est une algèbre involutive, c’est-à-dire stable par passage 
à la fonction complexe conjuguée. 


4.2. Cas des groupes de Lie complexes (k = C) 


Si G est un groupe de Lie complexe, on note Ryoi(G) la sous-algèbre 
de Reont(G) formée des coefficients des représentations de dimension finie 
holomorphes. 


Proposition 

Si G est un groupe de Lie complexe semi-simple et connexe, et si p est 
une représentation holomorphe de dimension finie fidèle, ses coefficients 
pi; engendrent l'algèbre Rha(G). 


Démonstration 

a) Notons K un sous-groupe compact maximal de G'; on sait (cf. [43], 
§ 3.1.1) qu’en associant à toute représentation holomorphe de dimension 
finie de G sa restriction à X, on obtient une bijection entre représenta- 
tions holomorphes de dimension finie de G et représentations continues 
de dimension finie de K ; il en résulte que les algèbres Rnoi(G) et Rcont(K) 
sont isomorphes. Notant x la restriction de p à K, il suffit donc de prouver 
que les coefficients m; engendrent Reont(K). 
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b) Le théorème de Stone-Weierstrass montre d’abord que la sous-algè- 
bre engendrée par les 7;; et les Ti; est partout dense dans Reon (A); les 
Ty sont les coefficients de la représentation 7 conjuguée de 7; comme 7 
est unitarisable, 7 est équivalente à la contragrédiente 7° de x : n°(g) = 
tr(g) !; comme K est semi-simple et connexe, 7(g) est de déterminant 
1 et les coefficients matriciels de ‘7(g)~! sont des polynômes par rapport 
aux Tij. Ceci montre que la sous-algèbre engendrée par les 7,; est partout 
dense dans Reont(K). 


c) Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que toute repré- 
sentation continue de dimension finie de K est contenue dans une puis- 
sance tensorielle de x. Supposons le contraire; il existe alors une représen- 
tation irréductible 7 qui n’est contenue dans aucune puissance tensorielle 
de 7; en vertu des relations d’orthogonalité (cf. [34], § IV.2.4), les coeffi- 
cients de 7 sont orthogonaux à tous les 7;;, et ceci contredit b). 


4.3. Présentation de l’algèbre Ria(SL(n, C)) 


Notons p la représentation naturelle de G = SL(n,C) dans C”; la 
proposition précédente montre que Ria(G) est l'algèbre engendrée par 
les coefficients p;;. Notons C[(X;;)] l'algèbre des polynômes sur C par 
rapport aux n° indéterminées X;;; en associant à tout élément P de 
C[(X;;)] l'élément P((p;;)) de Rnoi(G), on obtient un morphisme surjectif 
F : C[(Xi5)] > Rho(G). 


Notons enfin D l'élément “déterminant” de C[(X;;)] : 


D= $ (-1) ®© Xa) Xas) 
SESn 
où I(s) désigne le nombre d’inversions de la permutation s. 


Proposition 
Le noyau de F est l’idéal de C[(X;;)] engendré par l’élément D — 1. 


Démonstration 


Il est clair que l'idéal J engendré par D — 1 est inclus dans Ker F’. Dé- 
montrons l'inclusion inverse. Soit P un élément de Ker F’; cela signifie que 
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P((a;;)) est nul pour toute matrice (x;;) de déterminant 1, donc que P 
s’annule sur la sous-variété de C”? définie par l’idéal I; le Nullstellensatz 
de Hilbert (cf. [33], §X.2) affirme alors qu’une certaine puissance de P 
appartient à J, i.e. est divisible par D — 1, et on doit déduire de la que P 
lui-même est divisible par D — 1. Comme tout polynôme est un produit 
de polynômes irréductibles (cf. [33], § V.6), il suffit de montrer que D —1 
est irréductible. 


Supposons donc D — 1 = PQ et démontrons que P ou Q est scalaire. 
On peut écrire 
C[(Xiz)] = A[Xa,---, Min] 


où A est l’algèbre des polynômes par rapport aux variables X;;, i 4 1; 
sous cette forme, D est un polynôme homogène de degré 1 à coefficients 
dans A. Notons P) et Qo, éléments de A, les termes de degré 0 de P 
et Q; la relation P5Q0o = —1 entraîne que Py et Qo sont des scalaires a 
et J. Le facteur X,, apparaît avec le degré 1 dans P ou Q, disons par 
exemple dans P, mais non dans Q; si un facteur X,; apparaissait dans 
Q, le facteur X11X 1; apparaitrait dans PQ, ce qui n’est pas le cas. Donc 


Q = Qo = B. 
4.4. Remarque 


Nous donnerons plus loin (§ 11.2.5) des présentations des algèbres Rig} 
pour les autres groupes simples complexes classiques. 


Chapitre II 
Algèbres de Hopf 


Pour une étude plus complète des algèbres de Hopf, on pourra con- 
sulter le livre [1]. 
1. Définitions et premiers exemples 


1.1. Retour sur les algébres 


Désignant toujours par k un corps commutatif, on va donner de di- 
verses notions relatives aux k-algébres une formulation nouvelle et utile 
dans la suite. 


a) Une algèbre (non nécessairement associative) est un couple (A, y) 
où A est un espace vectoriel et u une application linéaire A@ A — A; 


b) A est associative si l’on a 


po (u Dida) = uo (ida @ u) : AQAQA—A,; 


c) A est commutative si pog = p où © désigne l’automorphisme de 
A @ À défini par o(a@b) =b@a; 
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d) la donnée d’un élément unité pour A équivaut à celle d’une appli- 
cation linéaire i: k — À vérifiant 


(a @iÀ)) = ufi(A)@a)= a VAERk,aE€ À. 
Par ailleurs on munit À @ À d’une structure d’algèbre en posant 
(a; Q az) - (b1 © b2) = ayby Q a2b2; 
en d’autres termes, l’application y’ relative à À @ A est donnée par 
K = (u ® H) 0 023 
où 093 est l’automorphisme de À & A @ À @ A défini par 
o23(a1 ® a2 ® bı @ by) = a1 © by B az Q by. 


Sauf mention expresse du contraire, nous considérerons uniquement des 
algèbres associatives à unité. 


1.2. Cogèbres 


On obtient les notions relatives aux cogèbres en renversant le sens des 
flèches dans les définitions ci-dessus : 


a) Une cogèbre est un couple (A, A) où A est un espace vectoriel et 
A une application linéaire A — A @ À appelée comultiplication; il sera 
commode d'écrire 


A(a)=$ a, @ a; 
i 
malgré la non-unicité d’une telle décomposition ; 


b) A est coassociative si l’on a 


(A Qida) oA = (ida @A)CA: A> ABABA 


c) A est cocommutative si ao A = A, c’est-à-dire si A envoie A dans 
l’ensemble des tenseurs symétriques; 
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d) une cotinité est un élément € de A* vérifiant 
Xela) a; = So ela) ay =a Vae A. 
i 
Sauf mention expresse du contraire, nous considérerons uniquement des 


cogèbres coassociatives à coünité. On laisse au lecteur le soin de définir 
les morphismes de cogèbres. 


Exemple 


Si (A, u) est une algèbre, l’espace vectoriel dual A* n’est pas en géné- 
ral une cogèbre pour l’opération duale de y, car celle-ci envoie A* dans 
l’espace (A Q A)* qui contient strictement A* @ A* (sauf bien entendu si 
A est de dimension finie). Par contre le dual restreint A? de A est une 
cogèbre parce que, avec les notations du 81.3.1, on a 


“wD ,) = LO, @ Oh 
k 
nous noterons A? cette comultiplication de A?. 


Prenons en particulier A = M(n,k) et identifions A? = A* a A au 
moyen de la forme bilinéaire 


(a, b) —> Tr(‘a j b) = > Qijbij; 
tij 
A devient une cogèbre avec la comultiplication A° définie par 
A. (e1) = Ÿ ex Q ex; 
k 


où les e;; sont les unités matricielles de A; cette cogèbre admet la coünité 
e? = Tr, mais n’est pas une bigèbre au sens du § suivant. 


1.3. Bigèbres 


Une bigèbre est un espace vectoriel muni d’une structure d’algèbre et 
d’une structure de cogèbre compatibles en ce sens que À et € doivent 
être des morphismes d’algébres; la première condition signifie que 


Ao p= (u8 pf) 0 093 0 (A@ A); 
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la seconde s’énonce en disant que € est une augmentation de A. Le lecteur 
s’assurera sans peine qu'il revient au même d’imposer que et à soient 
des morphismes de cogèbres. 


Les bigèbres sont donc des quintuplets (A, p, i, A, €). 


Exemple 


Fixons un entier n et notons k[(X;;)| l’algèbre des polynômes par 
rapport aux Xj;, i,j =1,...,n. Alors k[(X;;)] est une bigèbre à coünité 
pour des opérations A et € caractérisées par 


A(X) = JX Xir Q Xej €(Xy) = Gy; 
k 
mais cette bigèbre n’admet pas d’antipode au sens du § suivant. 


1.4. Antipodes 
Définition 

Une antipode d’une bigèbre (A, ,2, A,e) est une application linéaire 
S de A dans elle-même vérifiant 


wo(S@idy)oA=po(idy@S)oA=i10€ 


l.e. 


>> Sla) a; =) a.S(&)=e(all Vae À. 


a 


Lemme 
Il existe au plus une antipode, et elle vérifie la relation S(ab) = 
S(b)S(a), autrement dit est un antiendomorphisme d’algèbres. 


Démonstration 


a) Etant donné une algèbre (A, u, 7) et une cogèbre (C, A, £), on définit 
une opération binaire * sur l’espace vectoriel Hom,(C, A) par 


uxu = po (u @ v)0o À; 
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il est immédiat que Hom,;(C, A) devient ainsi une algèbre associative avec 
élément unité i o£. En outre, lorsque A = C, un élément S de End;(A) 
est une antipode si et seulement si 


S xida =idux S =i0e. 


Ceci prouve l’unicité. 


b) Pour démontrer la seconde assertion, on va démontrer l'égalité des 
deux applications f et g de À @ À dans À définies par 


f(a @b) = S(b)S(a), g(a @ b) = S(ab). 
D’après a) il suffit de vérifier que 
gxu=uxf=ioe 
ce qui est facile. 


Remarque 


L’antipode, si elle existe, n’est pas nécessairement bijective; mais on 
peut démontrer qu’elle l’est (et qu’elle est même de carré 1) si À est 
commutative ou cocommutative (cf. [1], theorem 2.1.4). 


1.5. Algèbres de Hopf 


On appelle algèbre de Hopf toute bigèbre munie d’une antipode; c’est 
donc un sextuplet (A, p, i, A, €, S). 


Lemme (quotients d’algébres de Hopf) 
Soit (A, p, i, A,e, S) une algèbre de Hopf, I un idéal bilatére de l’algè- 
bre A vérifiant les conditions 


A(I) CA@I+I@A, SCI, e(l)=0. 


Les applications A, S,é passent au quotient de sorte que A/I devient une 
algébre de Hopf. 
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Démonstration 


Il suffit de remarquer que l’on a 


AJI @ A/I = (A@ A)/(A@I+1I À). 


1.6. Exemple 


Le corps k est une algèbre de Hopf commutative et cocommutative 
pour les opération suivantes : 


A(I)=1@1, e=S=TId,. 


1.7. Exemple 


Si X est un ensemble, il existe sur k (X) une unique structure d’algè- 
bre de Hopf (évidemment cocommutative) vérifiant 


A@)=201+162, S(z)=-—zr, e(4)=0 -Vrex. 


Elle est donnée par 


n 


A(z1-+-2n) = >> 5 Ui, Lin @ Xj °° Tin-p 


p=0 i< <ip 


(où j1,---;Jn—p sont les indices distincts de tous les i, et rangés dans 
l’ordre croissant) et 


Sri" En) = (-1)"an t. 


On vérifie immédiatement que l'idéal bilatére J de k (X) engendré par 
les éléments de la forme ry — yx avec x,y € X satisfait aux conditions 
du lemme II.1.5, de sorte que l'algèbre symétrique k[X] construite sur 
X est une algèbre de Hopf (commutative et cocommutative). Identifiant 
k[X]@ k[X] à k[X U X] où U désigne la réunion disjointe, on peut écrire 


A(P)(r1,%2,...5%,%,...) = P(z1 + Y1, £2 + Y2,- -) VP € k|X]. 
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1.8. Exemple 


Soit G un groupe (discret), kG son algèbre de groupe (cf. §1.4.1); kG 
est une algèbre de Hopf cocommutative pour les opérations suivantes : 


a) = Dates 
ela) = >, (9) 


S(a)(g) = a(g’). 


1.9. Exemple 


Soit g une algèbre de Lie sur k, U(g) son algèbre enveloppante (cf. 
§ 1.2.4); le lemme II.1.5 montre que U/(g) est une algèbre de Hopf cocom- 
mutative pour les opérations caractérisées par 


A(X) =X @1+1@X, e(X)=0, S(X)=-X 


pour tout À € g; € et S sont appelés respectivement augmentation 
canonique et antiautomorphisme principal de U(g). 


2. Représentations et duaux restreints 
des algébres de Hopf 


2.1. Opérations sur les représentations des algébres 
de Hopf 


2.1.1. Premières propriétés 

Remarquons d’abord que, si À est une algèbre, la seule opération que 
l’on puisse faire en toute généralité sur ses représentations est celle de 
somme directe. Par contre, si À est une algèbre de Hopf, on peut définir 
les produits tensoriels et les représentations contragrédientes de la façon 
suivante : 


e si (V,7) et (W,p) sont deux représentations, on définit la repré- 
sentation produit tensoriel t ® p dans V & W par 


(T 8 p)(a) = D r(a;) @T(a;), 


i 
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en bref r@p=(r x p)oA; 


e si (V,m) est une représentation, on définit la représentation con- 
tragrédiente n° dans V* par 


n°(a) = 'n(S(a)). 


On dispose aussi d’une représentation triviale de dimension 1, à savoir €. 


Le produit tensoriel possède une propriété d’associativité : 
(r@p)&a=7r@(p@0) 


qui résulte de la coassociativité de A. 


Soit (V, x) une représentation; on définit par récurrence ses puissances 
tensorielles : 
artis =7 9 (Q™1) 
et on a 
Dr = (S°x) 8 (@°T); 
notons @r la somme directe des @”7; on a la relation suivante entre &r 
et la structure d’algebre de @V : 


(87)(a) -£ 8 y = D ((@r)(a;) - x) 8 ((@r)(a;) - y); 


t 


on en déduit sans peine que, si W est un sous-espace vectoriel de @?V, 
stable par &?r, l'idéal bilatère de QV engendré par W est stable par @r. 


Remarque 


Plus généralement, on définit la notion d'action x d’une bigèbre A sur 
une algèbre B par la relation 


z(a) o us = pg © (T @ x) (a). 


2.12. Commutativité des produits tensoriels et R-matrices 

Etant donnés deux k-espaces vectoriels V et W, nous noterons oyw 
et nous appellerons volte l’isomorphisme V @W — W @ V transformant 
tout tenseur de la forme v ® w en w & v. 
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Supposons maintenant que V et W portent des représentations 7 et p 
d'une algèbre de Hopf A; il est faux en général que oy,w entrelace 7 @ p 
et pQr [c'est néanmoins vrai si A est cocommutative, car alors tout 
élément Aa) est somme de tenseurs de la forme x Q y + y @ x]. Mais 
supposons qu'il existe un élément R de À @ À inversible et vérifiant la 
relation 


(II.1) R. Ala): R? =044(A(a)) Vac A; 


alors l'application composée oy. w o (m x p)(R) est un isomorphisme V & 
W — W @ V qui entrelace 7 @ p et p @ 7; on la notera Cyw. 


Supposons de plus que R vérifie les relations 


(II.2) (A @id4)(R) = Ris 
(11.3) (ida @A)(R) = RiR 


où les R;,; sont définis comme suit : on écrit R = X; R; & R} et on pose 


Ro = X R@RS1=R@I 


D 
I 


SISR@R=1@R 


x 
Il 


>, R818 Ri; 


(II.4) Cu vew 
(IL.5) Cuevw 


(idv 8 Cuw) © (Cuv Q idw) 
(Cuw idy) o (idy Cyw) 


Les éléments R satisfaisant les trois relations ci-dessus sont appelés R- 
matrices universelles; ils satisfont aussi la relation suivante, dite équation 
de Yang-Bazter quantique : 


Riz Rı3 R23 = Ro3 Ris Ro 


[pour le vérifier, on peut poser T = R~! et appliquer successivement les 
formules (3), (1), (3) à Ti2T13753]. 
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Une algèbre de Hopf munie d’une R-matrice universelle est dite quasi- 
triangulaire; elle est dite triangulaire si de plus o4,4(R)-R=1@1. 


Les relations (II.4) et (IL.5) sont utilisées pour construire des in- 
variants de tresses, lesquels ne sont intéressants que si l’on n’a pas iden- 
tiquement 


ayw 0° ow,v = Î 


et donc pas 
oAA(R) -R=1@1. 


L'un des principaux objets de la théorie des groupes quantiques est de 
construire des R-matrices universelles; nous en indiquerons une au 8 IV.4. 


2.2. Dual restreint d’une algèbre de Hopf 


Remarquons tout d’abord que, si À est une cogèbre, l’espace vectoriel 
dual A* est une algèbre pour les opérations duales des opérations A et 
£; par contre, si A est une algèbre, nous avons vu au 8 IL.1.2 que A* n’est 
en général pas une cogèbre pour l'opération duale de y. 


Théorème 

Si (A, m,i, A,e,S) est une algèbre de Hopf, son dual restreint A? est 
une algèbre de Hopf pour les opérations duales de celles de A; nous les 
noterons u? = 'A|,o@,o, etc. 


Démonstration 


On va faire une partie des vérifications, laissant les autres au lecteur. 


a) ‘A envoie A’ @ A? dans A? parce que, avec les notations du §1.3.1, 

on à 
® 
"A( Ev @ Ow) = Doroi 


b) ‘u envoie A° dans A? & A° parce que l’on a 


(mij) = 5 Tik © Tkj: 
k 
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c)tS envoie A? dans lui-même parce que 
CCM ESS 


On remarquera que l'élément unité de A? n’est autre que €. 
q 


2.3. Exemple : cas de A = kG 


Soit G un groupe (discret), kG son algèbre de groupe (cf. §1.4.1 et 
11.1.8) ; identifions (kG)? à R(G) ; il est facile de voir que la multiplication 
u? n’est autre que la multiplication ordinaire des fonctions sur G, et que 
A9, €0, S° sont donnés respectivement par 


A°(F)(g1, 92) = f(g192) 


(on a identifié les éléments de R(G) & R(G) à des fonctions sur G x G) 


e(f) = fle) 
SN) = F). 


2.4. Duaux restreints des algèbres enveloppantes 


On suppose ici que k = C. 


2.4.1. Généralités 


Soit g une algèbre de Lie complexe de dimension finie, U (g) son algè- 
bre enveloppante (cf. § 1.2.4 et II.1.9), G le groupe de Lie connexe et sim- 
plement connexe correspondant; rappelons (cf. [43], Appendice 2.4) que 
U(g) s'identifie à l’ensemble des distributions sur G ayant pour support 
l'élément neutre e, le produit dans U(g) devenant le produit de convo- 
lution des distributions; plus précisément, à tout X € g correspond la 


d 
distribution f — Z] f(exptX), et le produit de convolution de deux 
t 


dt=0 
distributions u et v est la distribution associant à toute fonction test f 
la valeur de u & v sur la fonction (g1, 92) > f(g1g2). 
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Par ailleurs, G étant connexe et simplement connexe, les représenta- 
tions de dimension finie de U/(g) correspondent bijectivement aux repré- 
sentations holomorphes de dimension finie de G (cf. [34], 8 X1.1.4). Ceci 
étant, il est facile de vérifier que U(g)° s'identifie à Ryoi(G) et que les 
opérations y, A0, e°, S° sont données par les mêmes formules qu’au 
§ 11.2.3. En particulier nous avons démontré ce qui suit : 


Proposition 2.4.2 
L’algébre U(g)° est isomorphe à l’ensemble Ria(G) muni de la mul- 
tiplication ordinaire des fonctions. 


Corollaire 2.4.3 

Prenons g = sl(n, C) et notons p;,; les coefficients de la représentation 
de U(g) provenant de la représentation naturelle de g. L’algébre U(g)° 
est définie par les générateurs p;,; et les relations 


y (1) ps0) -+ Pn,s(n) — 1=0 


SESn 
Pig Pre — Pre” Pig =O. 
Cela résulte de [.4.3. 


2.4.4. Remarque 

Le corollaire ci-dessus reste vrai si l’on remplace le corps C par un 
corps algébriquement clos de caractéristique nulle; on a en effet, pour les 
représentations de dimension finie de l'algèbre de Lie sl(n,k) (resp. du 
groupe de Lie SL(n, k)), une classification tout à fait analogue à celle du 
cas où k = C : voir par exemple [8], § VIII.7 (resp. [26], ch. XI). 


2.4.5. Remarque 

Posons G = SL(n, C); on a vu au §1.4.3 que Rpoi(G) est isomorphe 
à l'algèbre quotient de C{[(X;;)] par Pidéal engendré par D — 1; on va 
décrire les opérations A, e°, S° de ce point de vue. Les deux premières 
s’obtiennent par passage au quotient à partir des opérations A’ et €’ sur 
C[(X;;)] définies au $IL.1.3 : 


A'(Xi5) = X Xir 8 Xn; e'(Xij) = by. 
k 
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Pour S° c’est un peu plus délicat : notons W,; le cofacteur de X;; dans 
la matrice de coefficients X42; on sait que 


X, MikX jk = X? MkiX kj = 64D; 
k k 


ceci étant, S° s'obtient par passage au quotient à partir de l’opération S’ 
donnée sur C[(X;;)] par 
SX) = My, 


mais S n’est pas une antipode. 


2.4.6. Cas de g = gl(n, C) 

L’algèbre de Lie gl(n, C) est produit direct de sl(n, C) et de l'algèbre 
de Lie abélienne C : Z où Z est la matrice identité. Le groupe de Lie 
simplement connexe correspondant est SL(n,C) x C, dont GL(n, C) est 
le quotient via le morphisme p défini par p(g, A) = e*g pour g € SL{(n, ©), 
AEC. 


L’algébre Rio (GL(n, C)) est une sous-algèbre de Rio (SL(n, C) x C). 
Notant p la représentation naturelle de GL(n, C) ou de gl(n, C) dans C”, 
on a un morphisme injectif évident de C[(X;,;)] dans Rno(GL(n, C)); il 
en résulte un morphisme injectif de C{(X;;)] dans U(gl(n,C))°, dont 
l’image est l’ensemble des coefficients des représentations qui sont des 
sommes directes de puissances tensorielles de p. 


2.5. Présentations des algébres Rano pour les groupes 
de Lie simples complexes classiques 


Ayant traité au §1.4.3 le cas de G = SL(n,C), nous prenons main- 
tenant G = SO(n,C) ou Sp(n,C) et nous notons p sa représentation 
naturelle dans C” ou C°”; G est caractérisé au sein de SL(n,C) ou 
SL(2n, C) par des conditions P;; = 0 où les P;; sont des polynômes de 
la forme 

Pi = So ne Xin Xe — Éij 
ke 
avec 


e pour G = SO(n,C) : i,j =1,..., net ey = Gi 
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e pour G = Sp(n,C) : i,j =1,...,2n et 


1 slt=j+n 
Eij = —1 sig=it+n 
0 dans les autres cas 


En vertu de la proposition I.4.2 on a une application surjective F’ 
de C{(X;;)] sur Rnoi(G) associant à tout polynôme P € C[(X;;)] 


Proposition 
Le noyau de F" est l'idéal I’ engendré par D — 1 et les P;. 


Démonstration 


a) Posons A = C{(X;;)]; utilisant le Nullstellensatz comme à la propo- 
sition I.4.3, on est ramené à prouver que, dans 4/1", tout élément nilpo- 
tent est nul. Pour cela nous utiliserons le résultat suivant (cf. [1], corollaire 
2.5.4) : dans une algèbre de Hopf commutative, tout élément nilpotent 
est nul. Il nous suffit donc de munir A/J' d’une structure d’algèbre de 
Hopf compatible avec sa structure d’algèbre. On a décrit au 811.2.4 une 
telle structure sur A/J; il suffit donc de montrer que celle-ci passe au 
quotient, ou encore que les opérations A’, e’, S’ définies dans À passent 
au quotient par J’. 


b) Cas de A’ : il s’agit de vérifier que A’ envoie les P;; dans I'@ À + 
A@l';orona 


A'(P;;) = Ver A'(Xx)A'(X je) = Eijl ® 1 
ke 


= JO exeXimXjn Q XmeXne — €i4j1@ 1 


k,é,m,n 


= J XimXjn ® (Pmn + Emn) — €j1 @ 1 


mn 


= SO XimX;n Q Pmn + By & 1. 


mn 


c) Cas de €’ : on doit vérifier que e’(P,;) = 0, ce qui est évident. 
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d) Cas de S’ : on doit montrer que S’ envoie P;; dans I'; or 


S'(Pij) = Yo EreMriMej — 65; 
ke 


calculant maintenant modulo J’ on a 


S'(P;) = E (Y Emn XimXen)MriMej — Ei 


ke mn 
= J> emnXrmMriXinMij — €: 
klm,n 
= X Emnômiðnj — Eij = 0. 
m,n 


3. Théorèmes de dualité 


3.1. Généralités 


Ces théorèmes ont essentiellement deux buts : 


a) reconstituer un groupe G discret (resp. topologique, resp. de Lie 
complexe) à partir de l'algèbre de Hopf R(G) (resp. Reont(G), resp. 
Roi (G)) 


b) caractériser les algèbres de Hopf ainsi obtenues. 


Pour cela on commence par associer à une algèbre de Hopf com- 
mutative (A, u, i, À,e,S) un groupe G(A) défini comme suit : G(A) est 
l’ensemble des caractères de A, ou morphismes d’algèbres non nuls de A 
dans k; il est clair qu’il est inclus dans le dual restreint A°, et on vérifie 
sans peine, à l’aide des formules du §II.2.2, que c’est un groupe pour la 
loi de multiplication „°, l'élément neutre étant £ et l'inverse étant donné 
par S°. 


3.2. Remarque 


(Pour plus de détails, voir [1], 84.2.) On appelle groupe algébrique 
affine tout groupe G(A) où À est une algèbre de Hopf commutative de 


28 IT. Algébres de Hopf 


type fini; dans ce cas, l'application associant à tout a € A la fonction 
sur G(A) : x — x(a) est injective, de sorte que les éléments de À s’iden- 
tifient à des fonctions sur G(A); ces fonctions sont dites régulières ou 
polynomiales. 


3.3. Théorème de dualité pour les groupes finis 


Théorème 

(i) Si G est un groupe fini, R(G) est une algèbre de Hopf commutative, 
de dimension finie et semi-simple (i.e. isomorphe comme algèbre à une 
algèbre k”), et G(R(G)) est isomorphe à G. 

(ii) Si A est une algèbre de Hopf commutative, de dimension finie et 
semi-simple, G(A) est un groupe fini et R(G(A)) est isomorphe a A. 


En bref les foncteurs contrevariants R et G établissent des antiéquiva- 
lences de catégories mutuellement réciproques entre la catégorie des grou- 
pes finis et celle des algèbres de Hopf commutatives, de dimension finie 
et semi-simples. 


Démonstration 
Voir [1], theorem 3.4.2. 


3.4. Théorème de dualité pour les groupes de Lie réels 
compacts (k = C) 


3.4.1. Préliminaires 


On démontre (cf. [9], theorem IIL.4.1) que tout groupe de Lie réel 
compact G admet une représentation de dimension finie fidele; soit p 
une telle représentation, p;; ses coefficients; on sait (voir démonstration 
de la proposition 1.4.2) que les fonctions p;; et pi engendrent l'algèbre 
Reon (G); remplaçant p par p ® P, on peut donc supposer que les pij 
engendrent l'algèbre Reont(G). 


Posons A = Reont(G) et G = G(A); munissons G de la topologie de 
la convergence simple sur les éléments de A; notons Gherm le sous-groupe 
formé des caractères x hermitiens, t.e. vérifiant y(@) = x(a) Va € A. 
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On a un morphisme naturel u : G — Gherm défini par u(g)(a) = a(g). 
Pour toute représentation de dimension finie (V,m) de G on définit une 
représentation 7 de G dans V par 


(x)ig = X(t) VxeG: 
en effet, notant A la comultiplication de À, on a 


W(xaX2)ij = (X1X2)(Tiş) 

(x1 8 x2)(A(r;)) 

= (x1® x) (5 Tik © Trj) 
D xa (Ti) Xank) 

k 

= J (xine (X2) a9 


k 
= (%(x1)T(X2)iz)- 


Il 


Il est clair que Tou = x et que 7 est fidèle si les 7;; engendrent A; en 
particulier J est fidèle. 


Théorème 3.4.2 

(i) Le morphisme u est un isomorphisme topologique de G sur ‘cae 
(théoréme de dualité de Tannaka-Krein). 

(ii) Le groupe G admet une structure de groupe de Lie complexe 
caractérisée par le fait que toutes les représentations T définies ci-dessus 
sont holomorphes. 

(iii) G est un sous-groupe compact maximal de G, et algèbre de Lie 
de G est la complexifiée de celle de G. 

(iv) Les algébres de Hopf A et Rra(G) sont isomorphes. 


Démonstration 
(i) Voir [9], theorem III.7.15. 


(ii) La représentation à est un morphisme injectif de G dans un 
groupe GL(n, C); on met sur G la structure complexe induite par celle de 
GL(n, C); si x est une représentation de dimension finie de G, ses coeffi- 
cients 74e sont des polynômes par rapport aux p;;, donc les ke sont des 
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polynômes par rapport aux pj;, et a fortiori des fonctions holomorphes. 
L’unicité de la structure complexe est évidente. 


(iii) Voir [9], proposition III.8.3. 


(iv) L’application 7; — Ti; est un morphisme injectif de Reont (G) 
dans Rioi(G); elle est surjective car si 7 est une représentation holomor- 
phe de G, et si x est sa restriction à G,7 et 7 ont même restriction à G, 


donc sont équivalentes (cf. [9], proposition III.8.6). 


3.4.3. Exemples 

a) Pour G = U(1), A est l'algèbre C[X, X-!} des polynômes de Lau- 
rent et G s'identifie à C* par l'application qui, à tout À € C*, fait corres- 
pondre le caractère “évaluation au point À”. 


b) Pour G = SU(n), d’après la proposition 1.4.3, G est le groupe 
SL(n, C) et A est l'algèbre C[(X;;)]/(D — 1). 


c) Pour G = U(n), on démontre (cf. [9], proposition III.8.7) que G 
est le groupe GL(n, C) et A est l'algèbre C[(X;;), D71]. 


3.4.4. Remarque 
Les groupes de Lie complexes de la forme G avec G réel compact sont 
appelés réductifs et caractérisés par les propriétés suivantes : 


a) G admet une représentation holomorphe fidèle de dimension finie; 


b) toute représentation holomorphe de dimension finie de G est com- 
plètement réductible (cf. [25], $ XVII.5). 
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3.5. Caractérisation des algébres de Hopf Reon (G) 
(Ici k = C.) 


3.5.1. Généralités 


Etant donné une algèbre de Hopf commutative A, on peut se deman- 
der à quelles conditions il existe un groupe de Lie réel compact G tel 
que A soit isomorphe à Reon(G). On connaît plusieurs types de condi- 
tions nécessaires et suffisantes : les unes reposent sur l'existence d’une 
certaine forme linéaire sur À traduisant la mesure de Haar de G (cf. 
[1], theorem 3.4.3; voir aussi ci-dessous la remarque II.4.14); d’autres 
sur l'existence d’une certaine décomposition de A en “blocs” reflétant 
les diverses représentations de G (cf. [24], theorem 30.28). On va donner 
ici un troisième type de conditions, utilisant la théorie de Gelfand des 
C*-algèbres commutatives et qui semble bien adapté aux problèmes de 
déformations. Pour cela nous aurons besoin de la notion suivante : 


3.5.2. Définition 


On appelle *-algèbre de Hopf une algèbre de Hopf (A, u, i, A,e, S) 
munie en outre d’une involution ou opération interne a — a* vérifiant les 
conditions suivantes : 


(Aa + pb) = Xa* + Tab" 


(ab)* = ba 

A(a) = Ala) 

e(a*) = e(a) 
S(S(a)")" = a 


(L’involution de A @ A est définie par (a @ b)* = a* © b*.) 


On vérifie que l’algébre de Hopf A? est aussi une +-algèbre de Hopf 
pour l'opération y — y* avec 


(p", a) = (y, S(a)*). 
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3.5.3. Retour à Reon (G) 


Si G est un groupe de Lie réel compact, l'algèbre A = Reont(G) est 
une +-algèbre de Hopf pour l’application a — a* avec a*(g) = a(g). En 
outre À est munie canoniquement d’une norme 


\la|| = sup la(g)| 
gEG 


vérifiant évidemment 


Ilabl| < Ilall- lloll 
HE = 4 
llaa*|| = Ilall. 


Une norme sur une *-algèbre A vérifiant ces trois conditions est appelée 
C*-norme, et la complétée de A est dite C*-algèbre. 


Choisissons maintenant une représentation fidèle de dimension finie p 
de G et notons p;; ses coefficients; on sait que 


a) les pj; engendrent l’x-algèbre A 

b) A(pis) = Ek Pik Q Prj 

c) Ep S (ij) + Prj = Xe Pik * S(Prkj) = ij 1 
d) E(pi5) = bij. 


Théorème 3.5.4 
Soit (A, p, i, A, €, S, *) une *-algébre de Hopf commutative munie d’une 


C*-norme || ||; supposons qu'il existe un entier n > 0 et des éléments 
aij € A, i,j =1,...,n, vérifiant les conditions analogues aux conditions 
a), ..., d) ci-dessus. Alors il existe un groupe de Lie réel compact G et 


un isomorphisme isométrique de A sur Rcont(G). 
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Démonstration 


Notons A’ la C*-algèbre (commutative) complétée de A, et G le spec- 
tre de Gelfand de A’; rappelons que G est l’ensemble des caractères de 
A, i.e. des morphismes d’algébres de A’ dans C, et que ceux-ci sont au- 
tomatiquement continus (cf. [21], corollaire 1.8). Muni de la topologie 
de la convergence simple, G est compact (cf. [21], théorème 2.1); G est 
aussi un groupe topologique pour les opérations indiquées au 81.3.1. 
Rappelons que la transformation de Gelfand T : A’ — C°(G) est définie 
par T(a)(g) = g(a) et est un isomorphisme isométrique de C*-algèbres 
(cf. [21], théorème 7.1). 


Reste à voir que G est un groupe de Lie et que T induit un iso- 
morphisme d’x-algébres de Hopf A —> Reont(G). Notons p l’application 
G — M(n,C) définie par p(g);; = g(a); p est une représentation con- 
tinue et, en outre, fidèle parce que les a;; et aj; engendrent l’algèbre A et 
que les caractéres de A’ sont automatiquement hermitiens (cf. [21], lemme 
7.2). Ceci montre que G est un groupe de Lie. Ensuite les relations 


Eley) = Pij, T (a) = Pi, 


jointes au fait que les p;; et pj; engendrent l'algèbre Reont(G), entraînent 
que T(A) = Reont(G). Enfin il est immédiat que T est compatible avec 
les coproduits et les antipodes. 


3.5.5. L’algébre Reon,(G) comme dual restreint de U(g) 


On reprend les notations du §JI.3.4 en supposant en outre G connexe 
et simplement connexe, et on note g et g les algèbres de Lie de G et G; le 
théorème II.3.4.2 montre qu’on peut écrire g = g @ ig et que les algèbres 
de Hopf Reont(G) et Rnoi(G) sont isomorphes; elles sont donc isomorphes 
à U(g)° d’après II.2.4.2. 


Définissons un automorphisme antilinéaire involutif @ (involution de 
Cartan) de ÿ par 8(X +iY) = X —iY pour X,Y € g; il se prolonge en un 
automorphisme antilinéaire involutif de U/(g) encore noté 6; par ailleurs 
l’automorphisme 8 de g est la différentielle d’un unique automorphisme 
antiholomorphe involutif de G, encore noté 8. 
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Théorème 

(i) L'application u > u* = 8(S(u)) est une involution de l'algèbre de 
Hopf U(g). 

(ii) Via ’isomorphisme Reont(G) — Rui (G), l’involution a — a* = 
du §11.3.5.3 est transformée en l’application a > ao 0, et ona 


(u,a*) =(S(u)*,a) Vu EUG), a € Ryo (G). 


(iii) La norme sur Reont(G) définie au § II.3.5.3 est la borne supérieure 
des C*-semi-normes. 


Démonstration 


(i) Vérification immédiate. 


(ii) Première assertion : elle résulte de ce que, pour a € Rha(G), on 
fja = (ac)*. Seconde assertion : on doit montrer que (u, ao 0) = 


a ao 
{@(u), a) ou encore que (u,a o 8) = (6(u), a), ce qui est immédiat. 


(iii) On doit montrer que, si N est une C*-semi-norme sur A = 
Reont(G), on a 


N(f) <suplf(g)| VfeEA. 
gEG 


Notons B la C*-algèbre commutative séparée-complétée de À pour N, 
B son spectre de Gelfand, A l’application canonique À — B; en vertu 
de V'isomorphisme de C*-algèbres B = C°(B), pour tout b € B il existe 
x € B tel que N(b) = |x(b)|; xo À est un caractère hermitien de A, donc 
(théorème I1.3.4.2) de la forme f — f(g) pour un certain g € G; par 


conséquent N(f) = N(A(f)) = |f(g)l. 


3.6. Formes réelles des groupes de Lie complexes 


3.6.1. Généralités 

Si g est une algèbre de Lie complexe, on appelle forme réelle de g toute 
sous-algèbre de Lie réelle go de g vérifiant g = go Digo. Les formes réelles 
sont aussi les sous-algèbres de Lie réelles obtenues de la façon suivante : 
on se donne un automorphisme antilinéaire involutif ø de g et on pose 


go = {X € glo(X) = X}. 
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De la méme facon une forme réelle d’un groupe de Lie complexe G est 
un sous-groupe de Lie réel Go obtenu comme suit : on se donne un auto- 
morphisme antiholomorphe involutif o de G et on pose 


Go = {9 € G| a(g) = g}. 


3.6.2. Exemples : formes réelles de GL(n, C) 


a) Prenons o(g) = J (matrice à coefficients complexes conjugués de 
ceux de g); alors Go = GL(n, R). 


b) Prenons maintenant o(g) = €-(g*)~!-€ où g* est l’adjointe de g et 
où € est une matrice diagonale fixée : € = diag(e1,...,€n) avec c; = +1. 
Alors Go = U (p, q) où p (resp. q) est le nombre de i tels que €; = 1 (resp. 
—1); en particulier pour € = J on obtient la forme réelle compacte U(n). 
Plus généralement, dans la situation du §11.3.5.5, G est la forme réelle 
de G associée à l’automorphisme 8. 


c) Prenons enfin, en supposant n pair, n = 2m, o(g) = JgJ~! où J 
est la transformation antilinéaire de C” définie comme suit : 


fee Zim SP=1l,...,m 
5 -Zm sip=m+l,...,n; 


alors Go = SU* (n). 


On démontre (voir par exemple [23]) qu'on obtient ainsi toutes les 
formes réelles de GL(n, C). 


Proposition 3.6.3 

Soit G un groupe de Lie complexe. 

(i) Il existe une bijection naturelle entre les automorphismes antiliné- 
aires involutifs de g et les involutions de l’algèbre de Hopf U (g). 

(ii) Il existe une bijection naturelle entre les automorphismes antiholo- 
morphes involutifs de G et les involutions de l’algèbre de Hopf Ria(G). 

(iii) Si G est connexe et simplement connexe, ces bijections sont com- 
patibles avec, d’une part, le passage de G à g par différentiation, et, 
d’autre part, l’isomorphisme entre Rho(G) et U(g)°. 
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Démonstration 


A tout automorphisme antilinéaire involutif 7 de g, on associe l'in- 
volution de U(g) définie par u* = 7(S(u)). A tout automorphisme anti- 
holomorphe involutif r de G on associe l’involution de Rioi(G) définie 
par a*(g) = a(r(g)). Enfin (iii) est immédiat. 


4. Groupes quantiques compacts 


(On suppose dans ce paragraphe que k = C.) 


4.1. Définition 


Le théorème IL.3.5.4 motive la définition suivante, due à S. L. Worono- 
wicz [44]) : un groupe quantique compact consiste en la donnée des objets 
suivants : 


e une *-algébre de Hopf C 
e une C*-norme sur C 
e un entier N > 0 


e des éléments (Ui,j)i,j=1,..,N de C 


soumis aux conditions suivantes : 


a) la comultiplication A est continue lorsque l’on munit C & C de la 
norme € — sup]||7(&)|| où x d'écrit l’ensemble des *-représentations de 
C @C dont les restrictions à C & 1 et 1@C sont continues (voir à ce sujet 
[41], ch. IV, § 4) 


b) les u;; engendrent l’x-algèbre C 
c) A (uij) = Ex Uik © Ur, 


d) Epl S (Uik) weg = Xe ui Suk j) = 6551. 
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Le but principal du présent paragraphe est de construire des groupes 
quantiques compacts comme sous-algèbres des duaux restreints de cer- 
taines *-algèbres de Hopf. Nous démontrerons en particulier le résultat 
suivant, qui est à rapprocher du théorème II.3.5.5 (iii) : 


Théorème 4.2 (cf. [3]) 

Soit A une *-algébre de Hopf avec antipode S inversible, (V, p) une 
*-représentation de dimension finie de A, C la sous-*-algébre de A? en- 
gendrée par les coefficients p;,; de p. Alors C, munie de la borne supérieure 
des C*-semi-normes, est un groupe quantique compact. 


(On appelle *-représentation de A une représentation (V, p) telle que V 
soit muni d’un produit scalaire vérifiant 


(p(a*) - vilu) = (vijola) : v2) VaeA, u,%€EV) 


La seule chose à démontrer est le fait que la borne supérieure des C*- 
semi-normes sur C est une norme, i.e. prend sur tout élément non nul de 
C une valeur finie et non nulle (nous y parviendrons au lemme II.4.13); 
en effet les conditions c) et d) sont faciles à vérifier; quant à a), il suffit de 
remarquer que, si Y est un morphisme d’*-algébre de C dans une C*-algè- 
bre D, l'image réciproque par y de la norme de D est une C*-semi-norme, 
donc inférieure à la norme choisie. 


4.3. Notations 


On munira A? de la représentation régulière À de À : 
(X(a)e,b) = (y, ba). 
Pour toute représentation (V,m) de A on posera 
Vey = {ve V| t(a)-v=e(a)-v VaeV} 


(espace des éléments invariants de V) et on notera ®” l'application liné- 
aire V @ V* — A? définie par 


(II.6) (D (v @ £), a) = (E, 7(a)-v). 
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Lemme 4.4 
0 =k. 

On a AQ) =k E- 

Démonstration immédiate. 
Lemme 4.5 

Soit (V,m) une représentation de dimension finie de A. 

(i) ®” entrelace les représentations 7 @ idy- et À; 

(ii) si x est irréductible, ®" est injective; 

(iii) supposons x somme directe de multiples de représentations irré- 
ductibles 7, deux à deux inéquivalentes, soit 


T=0r, Ñ =mMifi 
a 
Vy = ® M; : Vz- 
Ecrivons 
V, @ VF = @ mimi - Vn @ V$. 
2,9 
Alors on a 
= XO (ws) Yw E Vy @ V*, 


où w; désigne la projection de w sur miV,, @ V* "et 
5 (V, 8 Vi) = P P” (Vn @ Vi). 


Si de plus x contient £ et si l’on prend To = €, la composante &"(w)(., de 
"(w) sur k -e est égale à (wo). 


Démonstration 
Les assertions (i) et (iii) étant faciles, démontrons (ii). Notons (en) 
une base de V, et (ež) la base duale; tout w € V, @ VX s’écrit 
w = D Omnem Q e 
m,n 


et on a, pour touta € A: 
(®” (w), a) = Lama: T (a)n, m3 


de plus, lorsque a varie dans A, les 7 (a)n,m décrivent l’ensemble de toutes 
les matrices (théorème de Burnside). 
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Lemme 4.6 
Soit (V,m) une représentation de dimension finie de A, (en) une base 
de V, 6 l'élément >, en 8 e% de V @V*. Ona 


(i) (7 @r‘)(a)-8=E(a) 8 Vae À; 
(ii) D Die en or e = dimm -e. 
Démonstration 


(i) Ecrivons Aa) = Y;a; ® a; pour tout a € A; pour tous indices p 
et gona 


((r @ r°)(a )-6,e 5 ® eq) 


ZE (re ) - En ® wal) - eh, ef Q eg) 
ED (re enez) - (ef, m(S(al) - ea) 
> ike -1(S(a!))na 

= (E aS) 


= q(ela))p = €(@) ` p,q 
= e(a). (6, €, ® ea) : 


Il 


(ii) On a 


ne = TOTE 
3 Don En SOn ex? a) a 62 oe. Bem En er ? a) 
min 


= (x @7°)(a)- 6,6) = e(a): dim. 


Lemme 4.7 
Considérons deux représentations de dimension finie de A : (V,7) et 
(W, p); soit T l’isomorphisme usuel W @ V* — Hom(V,W) : 


T(w @ €)(v) = (u,€) -w 
et o la représentation p ® 7° transportée dans Hom(V,W). Alors 


(Hom(V, W))(-) = Homy(V, W). 
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Démonstration 


On vérifie aisément que 
(Il 7) ola): f= 2 (a o for(S(a;)) Va € À, f € Hom(V, W). 
Si f € Homy(V,W) on aura 
o(a)- f = p(X %Sla;)) o f = ela): f. 


Supposons maintenant que f appartient à (Hom4(V, W))-) et montrons 
que l’on a pla) o f = f o r(a). 


On a 
p(a) o 


103 aj. e(ai)) o 
102 a; g e(S~*(ai))) o f (car eo S = €) 
E elai) o eSa) f; 


II 


utilisant (II.7) en y remplaçant a par S7! (a;) on obtient 
o f => plat) o p(S US" (ai))) o f o m(S(S™*(al))4); 
a j 
comme S7! est un antiendomorphisme de cogèbre, on a 


2S (a;)), @ (S FAR );) 8 S ((a);) 


donc 


> 
= 
a 
xer 
O 
Sh 
II 


Yala!) o ASD) © f oale) 
ne 1. SHCA) o f o r((at),). 


Par coassociativité de A puis permutation des facteurs, on a 


Tal 8 (a)! @ (a), = DOL @ (a!) @ a 
ij 


i,k 


& 4. Groupes quantiques compacts 41 
d’où 
pla) o f = p((aï)x : S ((aï)4)) © F o ra); 
ik 


comme S~! est une antipode pour A munie de la multiplication opposée 
et de la méme comultiplication, on obtient 


pla)of = Yolelat)-1) ef ona! 
f or($ ela!) . ai) = fon(a). 


i 


Corollaire 4.8 
Supposons x et p irréductibles. Alors 


ene i. si n et p sont inéquivalentes 
(W 8V o= k.0 siV=W, r=p. 


4.9. Représentations conjuguées et *-représentations 


Etant donnée une représentation de dimension finie (V, r) de A, on 
note V l’espace vectoriel conjugué de V avec un isomorphisme antiliné- 
aire V > V noté v — v; on définit une représentation 7 de A dans V, 
dite conjuguée de x, par 

(a) -U = n(S(a)* -v); 
on a alors 
(D (w) =O") VuwueV@V*. 


Supposons maintenant que 7 est une *-représentation pour un produit 
scalaire (|) sur V; alors 7 est équivalente à 7° via l’isomorphisme 


A:V—oV*, (A(v),w) = (wv); 


nous identifierons V* & V au moyen de A, de sorte que nous aurons les 
formules suivantes : 


(®"(v @ T), a) = (x(a) - v|w) 


O=] en ®Er Si (en) est une base orthonormée de V 
n 


(11.8) > oF en Pone = AMT-E 
mn 
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4.10. Construction d’une forme linéaire positive sur C 


On reprend les notations du théorème II.4.2; remplaçant éventuelle- 
ment p par p ® P, on peut supposer p équivalente à p; alors C est la sous- 
algèbre de A? engendrée par les coefficients de p, c’est-à-dire l’ensemble 
des coefficients de la représentation ®p = @ @"p. Notons E l’ensemble 
des représentations irréductibles contenues dans Qp; il est formé d’x-re- 
présentations et est stable par l’opération de conjugaison; enfin on a 


C = D T(V: Q Vr) (cf. lemme I1.4.5). 
TE 


Pour tout élément y de C, la composante de y sur A) est de la forme 
u(y) - € où p est une forme linéaire sur C. Nous allons démontrer que y 
est positive et fidèle (i.e. que u(yy*) > 0 si y 0), puis construire une 
*-représentation de C qui fournira une C*-norme sur C. 


Lemme 4.11 
On a p{wg*) > 0 pour tout y £0. 


Démonstration 


On peut écrire 


Y = 5 d'u) avec wr € Vr Q Vz 
TEE 
pt = >) (T3) 
ogE 
p = D. PP (wr OT). 
TEE 


Fixons 7 et o et décomposons 7 @ © en représentations isotypiques 
comme au lemme [1.4.5 : 


TOT=O7;, Ti = 47; 
avec To = € (mais mp peut être nul). On a 
(BTP (wr B We) )(e) = 0 ((we Q We)o); 


le corollaire II.4.8 montre que 
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eST£ÉO, (Vz ® Ve) = 0 


esizt=a, (Vz @ Vz je) = k-80. 


Par suite 
(yp*)(e) = D OP" ((wr @ Dz)o); 
TEE 
écrivant 
Wr = 5 Àmn Em 8 Ën, 
mn 
on obtient 


Wr © Wr = > Am nAp glem & Ep) & (En ® €q) 


MN Dig 


(ur @Wr)o = (ur @Uz|0@0)-0@8 
Y |Amanl? 0 @ 8; 


Ensuite (lemme II.4.6) 
6787 (6 @ 9) = dimt -€ 
d’où finalement 


uly) = (pp) = So dima: SS Amal? 
REE 


mn 


et ceci est strictement positif puisque y est non nul. 


Lemme 4.12 
Soit H un espace préhilbertien séparé avec produit scalaire (|), x un 
morphisme d’algébres de C dans End H vérifiant 


(xl) zly) = (zix) y) = Ve eC, ty EH. 


Alors x(y) est borné et sa norme est majorée par un scalaire k(y) indé- 
pendant de H et de x. 
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Démonstration 


Par linéarité on peut supposer que est de la forme y = SRE : alors, 
pour tout z € H ona 


XF = (xp): ax) 
(XOZ e Pin z,) zle) 


Em,En  Em;en 


< Ae D Te) 
Pd 


dima - ||z||? (cf. formule (ILS8)) 


Il 


A 


Il 


d’où 
Ix(p)ll < (dim x)”. 
Lemme 4.13 


Notons N la borne supérieure des C*-semi-normes sur C. Alors, pour 
tout y non nul, N(@) est fini et non nul. 


Démonstration 

Montrons d’abord que N(y) est fini. Notons v une C*-semi-norme, C 
la C*-algébre séparée complétée; réalisant C comme algèbre d’opérateurs 
dans un espace hilbertien H, on obtient une représentation y de C dans 
H vérifiant les hypothèses du lemme précédent ; donc 


vlg) = IIx(P)ll < klp). 


Montrons maintenant que N(y) est non nul. Munissons C du produit 
scalaire (y,|y2) = u(p3yp:1), qui est non dégénéré d’après le lemme IT:4.11; 
définissons une représentation x de C dans elle-même par x(y)- y = 4-#: 
les hypothèses du lemme précédent sont satisfaites et y — ||x(y)|| est 
une C*-norme. 


4.14. Remarque 


La forme linéaire p sur C est invariante à gauche et à droite en ce sens 
que, pour toute autre forme linéaire v, onav- p = p- v = v(e); p, ie. 


(v ® p)(A(y)) = (H@v)(Aly)) =H(€) ul) Ve EC 


[on le vérifie sans peine en se ramenant au cas où g est un coefficient 
d’une représentation irréductible]. 
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On sait (cf. [1], théorème 3.3.10) qu'il existe, à un scalaire près, au 
plus une forme linéaire invariante à gauche; comme p(e) = 1, p peut 
étre appelée la mesure de Haar normalisée sur C. 


5. Structures de Poisson 


(Ici k est de nouveau un corps quelconque.) 


5.1. Algébres poissoniennes 
Définition 
Soit (A, p, îi) une algèbre commutative; un crochet de Poisson sur A 


est une application linéaire, notée {, }, de A @ A vers A, vérifiant les 
conditions suivantes : 


e identité de Jacobi, qui peut s’écrire 


(11.9) S{,}o({,}@ida)os=0 


s€C3 


où C3 désigne le groupe des permutations circulaires de l’ensemble 
à trois éléments 


e antisymétrie : 


(IL.10) {,}o(o+idags) = 0 


e règle de Leibniz : 
(IL.11) f, } o (ida Q u) = HO ({, }&ida) o (id a Qo + id 49484) 
c’est-à-dire 


{a, bc} = {a,c}b+{a,b}c Va,b,ce À. 


On dit alors que À est une algèbre poissonienne. 


46 If. Algébres de Hopf 


Exemple 
L’algébre poissonienne la plus classique est celle des fonctions de classe 
C® sur R? munie de ]’opération 


0f 0g _ of Og 
tig} = Ox Oy Oy dx 


5.2. Cogébres copoissoniennes 


C’est la notion duale de celle d’algèbre poissonienne : on se donne une 
cogèbre cocommutative (A,A,e) et un cocrochet de Poisson p : A — 
A® À vérifiant 


(11.9)! X so(p@ida)op=0 
sEC3 


(11.10)! y(A) € APA 


(IL.11)' (ida O A) op = (ida © a + id 49484) o (yp Q id 4) oA. 


5.3. Bigèbres poissoniennes 


Une bigèbre poissonienne est une bigèbre commutative munie d’un 
crochet de Poisson vérifiant la condition suivante de compatibilité avec 
la comultiplication : 


(11.12) Ao{,}=(u@{,}+{,}®@u)ooso(A@A) 


i.e. 
A({a, b}) = > (ab! Q {a;, bry) + (fai, bi} Q ajb). 
2,3 
5.4. Bigèbres copoissoniennes 


5.4.1. Généralités 


Par dualité, une bigébre copoissonienne est une bigèbre cocommutative 
munie d’un cocrochet de Poisson ọ vérifiant 


pou={(u@y)oo30o(Av+p@ A), 


§ 5. Structures de Poisson 47 


7 plab) = A(a) - p() + pla) < A(b), 


condition encore équivalente a la suivante : 
(11.12) p € Z'(A, A’ A) 


où AA est considéré comme un A-bimodule au moyen de l'application 
A:A— S?A et où Z! est tel que défini au §IT.2.5.1. 


5.4.2. Notations 


On notera P l’ensemble des éléments primitifs de A, ou éléments a 
tels que A(a) = a@1+1®a. Par ailleurs, si X = X; z; @ x! est un 
élément de @7A, on pose 


X2 = $} gr gl 


x 
I 


24,8182; 

Xz = X 1818r} 

et on définit le crochet de Schouten [X, X] par 
[X, X] = [Xie, X13] + [X12; X23] + [Xis, X23]; 


on vérifie facilement que, si X € A*A, alors |X, X] € A3A. On dit que X 
satisfait l’ équation de Yang-Bazter classique (resp. classique modifiée) si 
[X, X] est nul (resp. invariant par A, i.e. si [(A@id4)(A(a)), [X, X] = 0 
pour tout a € À). 


Proposition 5.4.3 
Soit (A, u, A) une bigèbre cocommutative. 
(i) Toute application y : À — A @ A vérifiant (II.11)’ envoie P dans 
POP. 
(ii) Soit X un élément de A*P; définissons 6 : A > A*A par (a) = 
[A(a), X]. Alors 
(i)a p vérifie (I1.12)’. 
(ii), |p vérifie (IL.11). 
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(ii). y|p vérifie (II.9)’ si et seulement si |X, X] est invariant par P. 

(iii) Supposons A engendrée en tant qu’algébre par P. Alors (A, u, A, p) 

est une bigébre copoissonienne si et seulement si X satisfait l'équation 
de Yang-Baxter classique modifiée. 


Démonstration 


(i) Notons (e;)ie; une base de P et complétons-la en une base (e;);e 
de À, avec I C J. Prenons a € P et écrivons (a) sous la forme (a) = 
DWyes €; Q u; avec uj € À. (IL11)’ s'écrit, sachant que y(1) = 0 : 


> & @ Aus) = Ye; ® (uj @1+1B u), 


jes jes 
ce qui prouve que u; € P; uj est de la forme Vic, Aj ges; on a 


pla) = ue Q ei; 


tJ 
enfin l’antisymétrie de (a) implique yla) € A?P. 


(ii) Calculs directs, simples pour (ii),, plus longs pour les autres; pour 
(ii)., on vérifie que, pour tout a € P, ona 


> s (p Bida)(y(a)) = —[(A 8 ida)(A(a)), LX, XJ). 


SEC3 


(iii) Condition nécessaire : y vérifie (II.9), done aussi y|p; [X, X] 
est invariant par P, donc par A. 

Condition suffisante : on vérifie que si (II.9)’ et (IL.11) sont vraies 
pour deux éléments a et b de À, elle sont encore vraies pour ab. 


5.5. Cas des algèbres enveloppantes 


Soit y un cocrochet de Poisson sur une algèbre enveloppante U/(g) ; 
d’après ce qui précède, la restriction 6 de y à g vérifie 


(11.12)” 6 € Z'(g, Ag) 
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où A?g est considéré comme un g-module via la représentation adjointe 
et où Z! est tel que défini au §III.2.5.1. Par ailleurs (11.9)’ implique 


(IL.9)” Yso(6@idg) 06 = 0. 
sEC3 


(Par contre (II.11)’ ne donne aucune relation nouvelle.) 


Si en outre 6 est le cobord d’un élément r de A?g, la proposition 
IL.5.4.83 montre que l'élément [r,r] de Ag est g-invariant, ce que l’on 
écrit 

[r,r] € ^g)’. 
Notons [ , ]* l'application 6 : A?g* — g* transposée de 6; alors (II.9)” 
signifie exactement que |, ]* vérifie identité de Jacobi, donc que g* est 
une algèbre de Lie. 


On appelle bigèbre de Lie une algèbre de Lie g munie d’un 1-cocycle 
6 sur g à valeurs dans A?g vérifiant (11.9)”. Enfin on vérifie qu’on obtient 
ainsi une bijection entre structures de bigèbre copoissonienne sur U(g) et 
structures de bigèbre de Lie sur g (cf. [16]). 


Remarque 


Supposons k algébriquement clos et de caractéristique nulle, et g sim- 
ple; notons B la forme de Killing de g, i.e. la forme bilinéaire symétrique 
non dégénérée sur g définie par 


B(X,Y) = Tr(ad X -ad Y). 


On démontre (cf. [30]) que l’espace (A*g*)® est de dimension 1 et engendré 
par la forme trilinéaire (X, Y, Z) — B([X,Y], Z). I en résulte que (A*g)8 
est de dimension 1 et engendré par l'élément 


To = 5 N DPD IAE e & €; © ek 


ijik Psd 


où l’on a noté (e;) une base de g, one les constantes de structure de g, et 
bi les coefficents de l'inverse de la matrice (B(e;,e;)). 
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Par exemple pour g = sI(2,k) on trouve ro = H A X AY où 


af 5). af) (0) 


5.6. Remarque 


Supposons k = C et notons G le groupe de Lie connexe et simplement 
connexe d’algébre de Lie g; identifions U(g)° à Rnoi(G) (cf. §11.2.4.2) ; 
soit y vérifiant (11.9) à (II.12)’; en vertu du lemme ci-dessous, la trans- 
posée de y envoie le produit tensoriel U/(g)° ® U(g)° dans U(g)°; notons 
{, } cette application; c’est un crochet de Poisson sur Rra(G) vérifiant 
l’analogue de (II.12). Il existe pour tout x € G un unique élément £, de 
A?T;(G) tel que 

{fis fa} (x) = (Er, dfi A dfa); 


la condition (11.12) équivaut à la relation 


Cay = Lz(Ey) + Ry (Ez) 


où L, et Ry désignent respectivement la translation à gauche suivant x 
et à droite suivant y. On dit alors que G est un groupe de Lie-Poisson. 


Posons, pour tout x € G 
n(x) = Ro (Ex) € Ag 
alors 7 € Z'(G, ?g). Enfin on vérifie que le 6 du §11.5.5 n’est autre que 
la différentielle de 7, i.e. 


d 
6(X)=—| nlexptX) VXEZg. 
dt \t=0 


Supposons en particulier que 6 soit le cobord d’un élément r de A°g, t.e. 
que 
6(X)=adX-r VX Eg; 


alors 7 est le cobord de r en ce sens que 
nz) = Adr-r-r VreG 


d'où il résulte que 
Es = Leer — Rrr. 
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Lemme 
Soit (A, p, i, A, £, p) une bigèbre copoissonienne; alors tp envoie A? & 
A? dans A. 


Démonstration 

Soient u et v des éléments de A? ; on peut les écrire comme des coeffi- 
cients de représentations de dimension finie de A, soit u = Tij, V = Pre; 
posant À = ‘y(u Q v), on doit montrer que les translatées à droite À, de 
À engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie de A*. On a, 
pour a € À, 


(Ao, @) = (A, ab) = (u 8 v, (a) : A(b) + A(a) :(b)} 


(u ® v, (a) : A(b)) = 
= (Au @ v), yla) & A(b)) 
( 


. Au) @ A°(v)), (a) & A(b)) 
023 (E Tim 8 Tmj 8 Ten B Tne), o(a)- eat) 


De (Tim @ Tkm P p(a)) : (Tm,j B Tnt A(b)) ; 


m,n 


ainsi (u @ v, y(-) - A(b)) est une combinaison linéaire des formes linéaires 
(Tim Q Tk n) © p, qui sont indépendantes de b. 


Raisonnement analogue pour (u @ v, A(a) - w(b)). 


Chapitre ITI 
Déformations formelles 


La théorie exposée dans ce chapitre est due, pour l'essentiel, à M. 
Gerstenhaber et ses collaborateurs; voir par exemple [18] et [19]. 


1. Les espaces X [A] 


1.1. Généralités 


1.1.1. Définitions 

Etant donné un corps k, on notera k [A] ou k l'algèbre des séries 
formelles à une indéterminée h sur k; c'est une k-algèbre commutative, 
intègre et locale, 1.e. elle admet un unique idéal maximal, a savoir hk; 
on la munira de la topologie h-adique, pour laquelle les sous-espaces Ark 
forment une base de voisinages de 0; elle est alors séparée et complete. 


Si maintenant X est un k-espace vectoriel, on note X [A] ou X Pes- 
pace des séries formelles à coefficients dans X, et on le munit aussi de la 
topologie h-adique; c’est un k-module pour l’action 


Svea) phg) 


n \prqen 


où Àp E k et tq € X. 
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Il est clair que X est la limite projective des espaces XX X/ antl. X 
et que X, est un -module isomorphe à X @x kn. 


Lemme 1.1.2 

(i) Le k-morphisme f : X @x k — X défini par f(x @ À) = Xz est 
injectif. 

(ii) f est surjectif si et seulement si X est de dimension finie. 

(iii) Si (es);er est une base de X, les éléments de X sont exactement 
les séries Y';er Aie; où À; parcourt k et tend vers 0 suivant le filtre des 
complémentaires des parties finies de I; on exprime parfois cela en disant 
que (e;) est une “base topologique” de X. 


Démonstration 


(i) Tout élément de X @k k est de la forme € = Yey ei @ À; où J est 
une partie finie de I et A; € k, soit À; = È; Ax,gh4; alors 


f(E)= > (= À saes hf 
q iEJ 
et l’assertion (i) en résulte immédiatement. 
(ii) Tout élément de X est de la forme n=Dq (Die i Og 1) h? où les 


J, sont des parties finies de J et ay; € k; et un tel élément appartient à 
X Qpr k si et seulement si la réunion des J, est finie. 


(iii) Posons 


={gEN] ied} 
puis 
ri = 5 oh 
qe Zi 


il est facile de voir que À; tend vers 0 suivant le filtre des complémentaires 
des parties finies de J; de plus 7 = Y;ez Aie. La réciproque résulte du 
fait qu’une telle famille (A;e;) est sommable. 
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Lemme 1.1.3 

Un k-module V est de la forme X si et seulement s’il est séparé, 
complet et sans torsion (i.e. l’annulateur dans k d’un élément non nul 
de X est réduit à 0), ou encore si et seulement si les conditions v € V, 
hu = 0 impliquent v = 0. 


Démonstration 


Il est clair que X possède ces propriétés; pour démontrer la réciproque, 
on choisit un sous-k-espace vectoriel X supplémentaire de AV et on écrit 


V=XŒhV=XEhX@hV, etc. 


1.2. k-morphismes 


Lemme 1.2.1 o 
(i) Considérons deux k-espaces vectoriels X et Y et soit Homz(X,Y) 


l’espace des k-morphismes de X dans Y. Il existe un k-isomorphisme de 
Hom(X,Y) sur Hom;(X,Y) défini par 


D unh” — à 
n 
avec 


i (Ex) = > PES ) pr. 


Nous écrirons à = (un). _ 
(ii) Si ù = (vn) € Hom;(Y, Z), le composé Ù = v o ü est donné par 


SO VO 
p+q=n 
(iii) Si X = Y (auquel cas on écrit End-(X) au lieu de Homz(X, X)), 
un élément & de End-(X ) est inversible si et seulement si Uo l’est. 


Démonstration 


Faisons d’abord la remarque importante que tout k-morphisme est 
automatiquement continu pour les topologies h-adiques. 
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(i) Il est immédiat que l’application & ainsi définie est un k-morphisme 
et que l’application >}, Unh” — ü est un k-morphisme injectif; montrons 
qu'il est surjectif. Soit v un élément de Hom;(X, Y); pour tout x € 
X, v(x) s'écrit En (x) - h” où les v, appartiennent à Hom( X,Y); si 
maintenant un élément £ de X est une somme finie >, €,-h", on a 


n n ptq=n 


= Yen) Ar = D | D me) h’, 


et ceci reste vrai pour tout € € X à cause de la continuité de v. 
(ii) et (iii) sont immédiats. 


1.2.2. Sommes directes de k-morphismes 


abe eee un ensemble J et, pour tout 7 € I, deux k-espaces 
vectoriels X,Y et un k- morphisme ®© : XO > VÖ; on va définir 
un k- miorphiane ŭ : X — Ÿ où X (resp. Y) est la somme directe des 
X® (resp. Y®). Chaque uz correspond à une famille d'applications liné- 
aires ul) : XO — YO, Soit E, zph” un élément de X; on peut écrire 
Lp = Del r où chaque J, est une partie finie de J. On pose alors 


(CaM) =E(E E PEP) 


n icl p+q=n 


et ceci a bien un sens car, n étant fixé, 5,44, ul? (10) n’est non nul que 
si i appartient à la réunion des J, pour p —0,...,n. 


Définition 


Le k-morphisme défini ci-dessus sera noté © a. 
iel 
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1.3. Produits tensoriels 


Lemme 1.3.1 

Etant donné trois espaces vectoriels X,Y,Z, l’espace des applications 
k-bilinéaires de X x Y dans Z s’identifie à celui des k-morphismes de 
X @Y dans Z, c'est-à-dire à l’ensemble des suites (Un) où chaque Un 
est une application k-bilinéaire de X x Y dans Z; à une telle suite (un) 
correspond I’application à : X x Ÿ > Z suivante : 


a> ph, Douh’) = SA > Up(Zp, Ya)) A”. 


n p+qtr=n 


La démonstration est tout à fait analogue à celle du lemme III.1.2.1. 


Proposition 1.3.2 
Pour tout couple de k-espaces vectoriels X et Y, on a 


X@Y = lim(X 8z Ý)/h”" . (X er Ÿ). 
La démonstration utilisera le lemme suivant : 


Lemme 
Si À est une k-algèbre commutative, X un A-module et I un idéal de 
A, il existe un isomorphisme canonique X/I - X — X 84 A/I. 


Démonstration du lemme 


On sait (voir par exemple [33], ch. XVI, prop. 2.6) que la suite exacte 


0—1AA/I—0 
induit une suite exacte 
X ga IŻ X g, ALEX g, A/I > 0; 
si l’on identifie X844 à X, l'application Id @u s'écrit (Id Qu)(r@i) = iz, 


donc 
Ker(Id &v) = Im(Id Qu) = I- X. 
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Démonstration de la proposition 


Ecrivons pour simplifier ky, = k/h"*1k; on a 


inh SÈ En (d’après le lemme) 
= (X 8 kn) Qz, (Y @ kn) 

=X @Y@k, 

=(X @Y)/h"™*"(X @Y). 


1.3.3. Remarque 


La _proposition précédente dit que X @Y est le séparé- -complété de 
x @Ÿ pour la topologie h-adique; l'application canonique f : X 8z = 
X @Y est donnée par 


102 Eph? OE > Yh) = = Si > Tp B Ya) Sa 


n pt+q=n 


il est facile de voir que f est bijective si X ou Y est de dimension finie; 
on peut démontrer que f n’est surjective que si X ou Y est de dimension 
finie. Par contre j'ignore si f est toujours injective. 


1.3.4. Produits tensoriels de k-morphismes 


Soient X,Y, i = 1,2, des k-espaces vectoriels, i = (ui) des 
k-morphismes XO — Vi; on notera à) @ 4) le k-morphisme 


XD @ XQ = YOGYO 


jé à i (1) (2). 
associé à la suite n — Dyigen Uy’ @ uy’; on a donc 


GODINI E)E E UP uP) k. 


n ptqtr=n 
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1.4. Structure d’algébre canonique sur À 


Si A est une k-algébre, la formule 
Da: $ bh" = Di > ab) “he 
Pp q n pt+q=n 
définit sur À une structure de k-algèbre dite canonique; son élément unité 
est celui de À. Si X est un k-espace vectoriel, l’isomorphisme End;(X) — 
End X est compatible avec les deux structures d’algèbres. 


2. Déformations formelles d’algèbres associatives 


2.1. Définitions et premières propriétés 


On appelle déformation formelle d’une k-algèbre (A, y, i) une struc- 
ture p de k- algèbre sur le k-module À telle que l’application canonique de 
À / hA sur A soit un isomorphisme d’algèbres. D’après le lemme [IT.1.8.1, 
ceci revient à se donner une suite d'applications k-bilinéaires un : AX A — 
A et on a alors 


AC 07h, D bah!) = DU DY (am ba) ch 


n ptgqtr=n 
L’isomorphisme A/hA = A se traduit par 


(III.1) Ho = H; 
l’associativité signifie que les deux applications évidentes À x À x À — À 


sont identiques et se traduit par les relations 
(I.2), S (ulula, b), c) — mpla, pal, c)))=0 Vn>1 


p+q=n 
soit encore 


a Un(b, C) — (ab, c) + (a, bc) — (a, b) : c = 


nl 

(III.3)n — J (upa, Hn-p(b, C)) — Up(Hn—v(@, b), c)) 
p=1 

pour n > 2 et, pour n = 1, 

(III.3), a: a(b, c) — py (ab, c) + p (a, bc) — m (a,b) -c = 0. 


On appelle déformation formelle constante la structure d’algèbre cano- 
nique du §JII.1.4, i.e. définie par 4n = 0 pour n > 1. 
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Deux déformations formelles (A, ji) et (À, ji’) sont dites équivalentes 
s’il existe un isomorphisme ü de k-algèbres de l’une sur l’autre induisant 
Videntité sur À/ hÀ : d’après le lemme III.1.2.1 cela signifie qu’il existe 
des éléments un € End À vérifiant 


Up = Id4 


et 


(111.4) E mula) ul) E up(uh(a,b)) = 0. 


p+gtren p+q=n 


On appelle déformation formelle triviale toute déformation formelle 
équivalente à la déformation formelle constante. 


Lemme 2.2 


Une déformation formelle (À, à) est triviale si et seulement si la suite 
exacte d’algèbres 


(ShAa Aa ASO 


est scindée. 


Démonstration 


Notant m l'application canonique À — À, la condition de l’énoncé 
signifie qu’il existe un morphisme d’algèbres s : A — À vérifiant x o s = 
Id4, c’est-à-dire une suite d'applications linéaires sn : À — A vérifiant 
Sq = Id, et 


8n(ab) = > Hp(Sa(a), sr (b)) 


p+q+r=n 


mais ceci est exactement la condition (III.4) avec y, = 0 Yg > 0. 
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2.3. Elément unité d’une déformation formelle 


Proposition 
(i) L'élément unité 1 de A est aussi élément unité pour une déformation 
formelle (A, fi) si et seulement si l’on a 


(II.5) Un(a, 1) = un(l,a) =0 Yn>0,a€A. 
L’analogue de l’application i : k — A est alors l'application 1:k— À 
définie par 

(Y Aah?) = yo XIE 


(ii) Dans la situation de (i), tout élément inversible de A est aussi 
inversible dans A. 

(iii) Toute déformation formelle (A, ji) est équivalente à une déforma- 
tion formelle (A, ji’) ayant même élément unité que A. 


Démonstration 


(i) est immédiat. 


(ii) Soit a un élément inversible de A; définissons des éléments ü et 7 
de Endz(A) = End A par 


äl) = (a, ), (E) = AG a); 
ces éléments sont inversibles parce que leurs composantes ug et vo le sont. 


Démonstration de (iii) 
a) Récrivons la formule (III.4) en supposant up = 0 pour p = 1,...,n— 
1; on obtient 


(II.6) unla, b) = Un(ab) — a + un(b) — un(a) - b + ma, b). 


b) Prenant successivement b = c = 1, puis a = b = 1 dans (II.2), on 
obtient 


(III.7) Un(a, 1) = a@-pn(1,1), Un(1, 4) = Hn(1, 1): a. 
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c) Transformons ji par un isomorphisme à vérifiant 
ui(1) = (1,1), Un = 0 Vn> 1; 
(IIL.6) et (IIL.7) entraînent 


pi(a, 1) = —a- (1,1) + a: (1,1) = 0 


et de méme 
uy (1,a) = 0. 
d) Procédant par récurrence, supposons que Hn(a,1) = pm(1,a) = 0 
pour n = 1,...,m—1; transformons ji par un isomorphisme ŭ vérifiant 


Um(1) = Hm(l, 1), tye =O) Vins 


(IIL.6) et (IIL.7) entraînent pi (a, 1) = y}, (1, a) = 0 pour n = 1,..., m. 


e) Il suffit enfin de remarquer que le produit (1 + unh”) --- (1 + uh) 
converge lorsque n tend vers l'infini. 


Dans la suite nous supposerons toujours que l'élément unité 1 de A 
est aussi élément unité pour (A, fi). 


2.4. Représentations des déformations formelles d’algèbres 
associatives 


2.4.1. Définitions 


Soit (À, jt) une déformation formelle; nous appellerons représenta- 
tion de À tout couple (V,%) où V est un k-espace vectoriel et 7 un k- 
morphisme multiplicatif de A dans End;(V) = End V ; d’après le lemme 
III.1.2.1, il revient au même de se donner des a, € Hom(A, End V) véri- 
fiant 

© (rp(a(a, b)) — Tala) - (D) = 0; 
p+g=n 


en particulier 7 est une représentation (au sens ordinaire) de A dans V. 


Nous dirons que V est un A-module; nous dirons enfin que 7 est de 
rang fini n si V est de dimension finie n. 
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2.4.2. Sommes directes 
On peut définir la somme directe d'une famille quelconque (V(), @) 


—~— 


de représentations de A : c’est la représentation de À dans @V() donnée 
par 


z(a) = @(n9(@)) 


où le second membre a un sens grâce au 8III.1.2.2. 


2.4.3. Equivalence 

On dira que deux représentations (V, 7) et (W, 5) sont équivalentes s’il 
existe un k-isomorphisme a:V — W transformant 7 en p; c’est-à-dire 
s’il existe des un € Hom(V, W) tels que uo soit bijectif et que 


> (Up © Tala) — pala) © Up) = 0. 
PHIEN 
2.5. Utilisation du langage cohomologique 


2.5.1. Généralités 
Considérons une k-algèbre A et un A-bimodule X ; pour tout entier 


n > 1 notons C”(A, X) l’espace des n-cochaines (ou applications n-liné- 
aires f de A” dans X) et d” l'application C"(A, X) — C"*1(A, X) définie 
par 
d” f(a1,.--,An4i) = ai: f(a... , n41) 
n 
+ X (—-D'f (a, cs Ailil; -3 An+1) 
i=l 
+(-1)"*!f (ay,...,@n) ` Anat: 
On vérifie que dt! o d” = 0; on pose 
Z"(A,X) = Kerd" (ensemble des n-cocycles) 
B"(A,X) = Imd”-! (ensemble des n-cobords, nul pour n = 0); 


on a donc B"(A, X) C Z"(A, X). L'espace Z"(A, X)/B"(A, X) est noté 
H"(A, X) et appelé n-ième-groupe de cohomologie de Hochschild de A à 
coefficients dans X (pour plus de détails, voir par exemple [10], § IX. 4). 
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Ceci étant, la formule (III.3) se récrit comme suit : 


n-1 


(LS)  d'un(a,b,c) = — È (pla, Hn-p(b, ¢)) — Up(lin-p(a;b), €)) 

p=1 
où l’on a considéré A comme un A-bimodule. En particulier y, est un 
2-cocycle. On peut de même interpréter la formule (II.4) de la façon 
suivante : 


(LS) d'un(a, = — St 8) 
a > Up(@) ` Um-p(d) — D D lulo), Um-n—p(d)), 
En particulier 
(III.10) (d'ui)(a,b) = (a, b) — ui (a, b). 


2.5.2. Construction de déformations formelles par étapes 


Etant donné un 2-cocycle y € Z?(A, A), on peut chercher à construire 
une déformation formelle & telle que 1 = y; considérons la 3-cochaine 


Yla, b, c) = p(y(a, b), c) ka pla, pl, c)); 


on vérifie que Ÿ est un 3-cocycle; la formule (II.8) avec n = 2 montre 
que w doit être un cobord, ce qu’on exprime en disant qu’il y a une 
obstruction dans H3(A, A). Si Y est un cobord, on peut déterminer p (à 
un 2-cocycle près); pour déterminer u3 on se heurte de nouveau à une 
obstruction dans H(A, A), et ainsi de suite. 


Théoréme 2.5.3 7 
Si H?(A, A) = 0, toute déformation formelle (A, ji) de A est triviale. 


Démonstration 
a) Montrons d’abord, sans supposer H?(A, A) = 0, que si ju = +++ = 
Un_1 = 0 et si Hn (qui est un 2-cocycle) est un cobord, il existe ji’ équiva- 
lente à ji et vérifiant ñi =--- = y, = 0. Il existe par hypothèse f € End A 
tel que 
un(a, b) = a F(b) — F(ab) + fla) -b 
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Définissons à et 0 € End;(A) par 


ae far si q est un multiple de n 
Ro 0 dans le cas contraire 


f siq=n 
Va : 
0 dans le cas contraire; 


on vérifie que % et © sont mutuellement réciproques. Définissons ji’ par 
F (a, b) = a(H(T(a), 0(0))); 
on vérifie que 
f(a, b) = ab + (unla, b) — a- f(b) + f(ab) — f(a)-b)h” mod. ht. 


b) En vertu de la partie a) il existe un automorphisme de A de la forme 
I—hf, transformant ji en ji“) tel que py? = 0; puis un automorphisme de 
la forme I—h? f transformant ji) en fi”) tel que i= = py? = 0; et ainsi 
de suite. I] suffit alors de remarquer que le produit (J —h? f,)---(I—hfi) 


est convergent lorsque p tend vers l'infini. 


2.5.4. Exemple 


Le théorème s’applique en particulier aux algébres de matrices M (n, k). 


Théorème 2.5.5 

Si g est une algèbre de Lie semi-simple sur un corps k de caracté- 
ristique nulle, toute déformation formelle de son algèbre enveloppante 
U(g) est triviale. 


Nous en donnerons deux démonstrations; elles font toutes deux inter- 
venir la cohomologie des algèbres de Lie, dont nous rappelons la défini- 
tion. Etant donné une algébre de Lie g et un g-module X, on pose 


C"(g, X) = Hom(A"g, X) (espace des n-cochaines); 
on définit des applications linéaires d” : C"(g, X) > C"! (g, X) par 


n+l | an) 
Of Raye Xan) = CD Xf ages Kas Xe) 
t=1 
ES DT CR Meg ee on) 


i<j 
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où le symbole ° signifie qu’on omet la lettre correspondante; alors d”+! o 
d” = 0 et on pose 


Z"(g,X) = Kerd” (ensemble des n-cocycles) 


B"(g,X) Imd”! (ensemble des n-cobords, nul si n = 0) 
H"(g,X) = Z”(g, X)/B”(g, X). 


ll 


Premiére démonstration du théoréme 


Il suffit de montrer que H?(U,U) = 0. Considérons U comme un g- 
module pour l’action (X,u) — Xu — uX (action adjointe); on sait (voir 
par exemple [10], chapitre XII, théorème 5.1) que H"(U,U) = H"(g,U); 
mais H” (g, U) est nul en vertu du lemme ci-dessous. 


Deuxiéme démonstration du théoréme 


a) Soit (UW, fi) une déformation formelle de U = U(g). D'après le lemme 
III.2.2, il suffit de montrer que la suite exacte d’algebres 


0 — hd — Ü SU — 0 


est scindée, ou encore, en vertu de la propriété universelle de l’algèbre 
enveloppante, que la suite exacte d’algèbres de Lie 


0 — hU — r (g) =g —0 
est scindée. 
b) Pour tout X € g, notons p(X) l'opérateur k-linéaire dans U/ défini 
par p(X) = ad;(X), c'est-à-dire 
o(X)-% = fi(X,%) — fi(i,X) Vie, 
ou encore 
(p(X) + En = > (p(X, Ug) — Up(ugr X))- 
p+q=n 


Cet opérateur conserve chaque idéal h"Ü et définit un opérateur 
Pm(X) dans h"U/h"TIU donné par 


Pr(X}-v=X-v—-v:X; 
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autrement dit, pm n’est autre que la représentation adjointe de g dans 
Valgébre h™U/h™*!UY identifiée à U (par contre p n’est pas une repré- 
sentation !). 


On notera Tm application canonique h™U — h™U / Amy, 


c) La flèche 7~!(g) g admet un inverse à gauche k-linéaire s évi- 
dent : s(X) = X, mais ce n’est pas un morphisme d’algébres de Lie; 
posons 


F(X, Y) = 8((X, Yq) ~ [s(X), 8) g YX,Y €g; 


on vérifie facilement que l’on a f(X,Y) € hü et 
P(X): F(Y, Z) — oY): F(X, Z) + p(2) + F(X,Y) = 
= F(X, la Z) — F(X, Zle: Y) + FY, Zlo X). 


Composant avec m1, ceci montre que m0 f € Z°(g, hl//h2U/); en vertu 
du lemme ci-dessous, il existe une application linéaire g? : g > hU /k°U 
telle que 


m(f(X,¥)) = (X): 9Y) — aY): 91(X) — 91 1X Yla); 
relevons g? en une application linéaire g; : g — Al; on aura 
F(X,Y) = P(X) aY) — p(Y)-n(X)-g([X,Y]s) modulo h7U. 
Posant ti = s +g, ona 
t (lX, ¥]g) — ti(X) 4 (Y)}; =0 modulo k4. 


d) Procédant avec t; comme plus haut avec s, on construit go : g — 
R?U tel que to = tı + gz vérifie 


to([X, Y]g) — [ta(X), (Yi; = 0 modulo h°Z/; 


et ainsi de suite; la suite des ¢, est convergente parce que la série D gn 
Vest; sa limite a la propriété désirée. 


Lemme 
Si k est de caractéristique nulle, on a H?(g,U(g)) = 0,U(g) étant muni 
de la représentation adjointe de g. 
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Démonstration 

On sait (cf. [12], §2.3.3) que U(g) est somme directe de g-modules de 
dimension finie, et d’autre part ([20], chapitre II, proposition 11.3) que 
H?(g, E) est nul pour un tel module E; enfin il est facile de voir que ceci 
reste vrai pour les sommes directes. 


2.5.6. Représentations des déformations formelles constantes 
d’algèbres associatives 


D'après IIL2.4.1, si u, est nul pour tout n > 0, une représentation 
(V,7) de À équivaut à une suite d'applications 7, : A — End V vérifiant 


Tn(ab) — > Tp(a) ` Ta(b) = 0, 


p+q=n 


soit encore, en considérant End V comme un A-bimodule pour les actions 


a-u=mo(a)ou, u-a=uom(a), 


n—1 


d't,(a, b) =- > Tola) ` Tn-plb); 


p=1 


en particulier 7, est un 1-cocycle. 


On dira que 7 est une déformation formelle de la représentation To 
de À dans V. On a en particulier la déformation formelle constante dé- 
finie par mn = 0 Vn > 0; une déformation formelle 7 sera dite triviale 
si elle est équivalente (au sens du §III.2.4.3) à la déformation formelle 
constante ayant même mp, avec en outre up = Idy ; cela signifie donc que 


n-i 
d'un(a) = X- Up © Tn-pla); 
p=0 


en particulier 7; = d°uy. 


Théoréme 

Soit A la déformation formelle constante de A, (V,7) une repré- 
sentation de À. Si H'(A,EndV) = 0, # est une déformation formelle 
triviale de To. 
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Démonstration 


Par récurrence; on aun u; € End V vérifiant 7; = d°u, ; on transforme 
T par l’automorphisme Idy + hu; ; etc. 


2.5.7. Représentations des déformations formelles des algèbres 
enveloppantes des algèbres de Lie semi-simples 


Notons g une algèbre de Lie semi-simple sur k, U son algèbre envelop- 
pante, (4 fi) une déformation formelle de U, Rep(U) (resp. Rep(U/, ä)) 
l’ensemble des classes d'équivalence de représentations de dimension finie 
de U (resp. de rang fini de (U, ji)). 


Théorème 

On suppose k de caractéristique nulle. 

(i) En associant à toute représentation (V,) de rang fini de (Ü, ji) sa 
composante de degré 0, on obtient une bijection de Rep(U, ji) sur Rep(U) 
qui respecte les sommes directes et les inclusions. 

(ii) To est irréductible si et seulement si tout sous-Ü-module fermé non 
nul de V est de la forme h™V où mE N (et en particulier isomorphe a 
Ÿ). Dans ces conditions nous dirons que (V, 7) est minimale. 

(iii) Toute représentation de rang fini de (U, ji) est somme directe de 
représentations minimales. 


Démonstration 


a) Notons (U, ji!) la déformation formelle constante de U ; en vertu du 
théorème IJI.2.5.5, il existe un automorphisme $ du k-module U transfor- 
mant & en ji’ et en outre vérifiant go = Idu. L'application 7 — To Q est 
une bijection de Rep(U/, ji) sur Rep(U, ji’) qui respecte évidemment les 
sommes directes et les inclusions; de plus 7 et tod ont méme composante 
de degré 0. On peut donc supposer que fin = 0 Vn > 0. 


b) L’application qui, a toute représentation de dimension finie de U, 
associe sa déformation formelle constante est évidemment injective et 
respecte les sommes directes et les inclusions; pour prouver qu’elle est 
surjective, il suffit (cf. théorème III.2.5.6) de montrer que H'(U, End V) 
est nul pour tout U-module V de dimension finie; or H'(U, End V) = 
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H?! (g, End V) qui est nul (voir par exemple [20], chapitre IT, proposition 
11.2). Ceci démontre (i). 


c) Pour démontrer (ii), on peut supposer que 7, = 0 Vn > 0. Il est 
immédiat que si 77 est réductible, V n’est pas minimal. Réciproquement 
supposons To irréductible et considérons un sous U-module fermé non nul 
Z de V; notons r le plus petit entier positif ou nul pour lequel l’ensemble 
Z, des z, avec Z € Z est non nul; la formule 

(@)-2= X( D rola): z)h Va = (a) EU 
n p+q=n 
montre que Z, est fo-invariant, donc égal à V. On va montrer que Z 
contient h”V, l'inclusion inverse étant évidente. Soit donc Ž un élément 
de h"Ÿ ; il existe un élément 20) de Z vérifiant 20) = x,, puis un élément 
20) de Z vérifiant 2) = 2,4, — @ : on construit de proche en proche 
des éléments 2%) de Z vérifiant 


0 1 k-1 
z = teak — Ag — PTS = Son 


alors l’élément Z = Xy50 2) - h* appartient à Z et, par ailleurs, est égal 
à x. Ceci démontre (ii). Enfin (iii) résulte de l’assertion analogue pour U. 


2.5.8. Dérivées des déformations formelles. Structures de Poisson 


La formule (III.10) montre que, si Z et A sont deux déformations 
formelles équivalentes, les classes dans H?(A, A) des 2-cocycles y, et pi 
sont égales; cette classe sera appelée dérivée de la déformation formelle, 
ou plutôt, de sa classe d'équivalence. 


Supposons maintenant À commutative et k de caractéristique dis- 
tincte de 2. Remarquons d’abord que, si f est un élément antisymétrique 
de Z?(A, A), ona 

f(a, be) =b. f(a,c) +c: f(a, b); 
en effet la relation d? f = 0 entraîne 
f(a, bc) a: f(b, c) F f (ab, c) T 
f(a, cb) Ta: f(e, b) + (ac, b) T 
f (ba, c) — f(b, ac) b- f(a,c) — f(b,a)-c 


ll 


ll 
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additionnant ces trois relations en tenant compte de la commutativité de 
A et de l’antisymétrie de f, on obtient le résultat cherché. 


Considérons maintenant une déformation formelle ji = (un) de A et 
posons 


{a, b} = Ly (a, b) = Lb, a); 
ce qui précède montre que l’on a 


(111.11) {a bc} = b- {a,c} +c- {a,b}; 


par ailleurs la relation (III.2)z entraîne que { , } satisfait l'identité de 
Jacobi 


(111.12) {{a, b}, c} + {{b, c}, a} + {{c, a}, b} = 0. 


Ceci montre que { , } est un crochet de Poisson et que A devient 
une algèbre poissonienne (cf. §11.5.1); on dit que la déformation formelle 
(A, à) est une quantification de cette algèbre poissonienne. 


Exemple 


Prenons A = C®(R?) avec la multiplication ordinaire notée jz; notons 
P Vopérateur linéaire dans A ® A suivant : 


0,6 02,2. 
Or, Ox. Oxo Oz,’ 


posons 
1 Te 
Un = n! = po P 3 
c’est-à-dire encore 
Ala, b) = pe”? (a @b)) 
On vérifie que 
us Ô \p; O \n-p O \n-p; O vp 
nm _y)n-p [7 bees ES ws A m 
pra sce (2) (GE) (an) (Gan) 


et il en résulte facilement que f est effectivement une déformation for- 
melle. Le crochet de Poisson associé (identique ici à 1) est le crochet de 
Poisson usuel. Cette déformation formelle est intimement liée au *-pro- 
duit de Moyal (voir par exemple [4], I, 83). 
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2.6. Construction de déformations formelles d’algèbres 
par générateurs et relations 


2.6.1. Notations 
On note 


e X un ensemble 
e V le k-espace vectoriel de base X 
e W = &V = k(X) l'algèbre tensorielle de V 


e (ect sz un système de réductions avec & € (X), fe Ee W (cf. 
§ 1.2.2) 


e _K(0) l'idéal bilatère de W engendré par les éléments £, — fO 
e AU) l'algèbre quotient W/K® 


e W la k-algèbre topologique obtenue en munissant W de sa structure 
d’algèbre canonique (cf. 8III.1.4) 


e pour tout i € T, fi =X, fh un élément de W où JOL eW et 
FA a le même sens que plus haut 

e K l'idéal bilatère fermé de W engendré par les €; — f; 

e A l'algèbre quotient W/K 

e pour tout entier n > 0, W, = W/h"+1.W, kn = k/hrti.E 

e T, le morphisme canonique W — W, 


bd fin = Tal fi) 


e S, le système de réductions dans W, formé des éléments (Es fin) 
(on prend ici comme anneau de base kn). 


Théoréme 2.6.2 

On suppose que pour tout n > 0 le système de réductions $, satisfait 
aux hypothèses du lemme diamant. Alors A est isomorphe à A® en tant 
que k-module, autrement dit A est une déformation formelle de AU), De 
plus l'élément unité de AO) est aussi élément unité de A. 
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Démonstration 

a) L L’ algèbre W W est limite projective des W, et A) est limite projective 
des AO) (es; AO); A est limite projective des W,/r,(K) (propriété clas- 
sique « des systemes projectifs); il suffit donc de montrer que Wn /Tn(K) 
et AO {Rett AÙ) sont isomorphes en tant que k-modules. 


b) Ona 
W,=W2k,, A/a. AÙ = AO @ kn; 
on est donc ramené à démontrer que 
(W ® kn) /t(K) = A 8 kn. 


c) Il est clair que mp(K) est l'idéal bilatère de W,, engendré par les 
Ei — fin; le k,-module W, admet pour base l’ensemble (X); en vertu 
du lemme diamant, on obtient une base de W,,/7,(K) en prenant les 
monômes irréductibles, 7.e. ne contenant aucun des x;. Le théorème ré- 
sulte alors du fait que ces éléments forment aussi une base de A0 @ kn. 


Remarque 

Le choix de la famille (€;, f;) permet, au moins théoriquement, de dé- 
terminer les applications #, du §HI.2.1; en effet fixons une indexation 
des monômes irréductibles dans Wo, soit (m1) où À parcourt un certain 
ensemble A; les monômes irréductibles dans Win) sont alors les 71.h%, 
q = 0,1,...,n. Soient A,p € A; alors p,(7x,7,) est le coefficient de 
h”? dans l'élément de W, obtenu par réductions successives à partir du 
monôme Ny -Np (cf. théorème I.2.2 (ii)). 


2.6.3. Exemple : une déformation formelle de SK 

On note (e1, €2,€3) la base canonique de k’; l'algèbre A = Sk? est 
définie par les générateurs e; et les relations e;e; — eje; = 0. On souhaite 
définir une déformation formelle de À par les mêmes générateurs, mais 
avec les relations 


€1€2 — €2€1 — hez = €1€3 — €3€1 = €2€3 — 6302 = 0; 
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on applique le théorème II.2.6.2 avec X = {e1, €2, e3} et le système de 
réductions dans Wn, n > 1, formé des éléments 


(e2€1, €1€2 — hes), (e3€1, €1€3), (e3€2, €2€3); 


conformément à la remarque I.2.2, on définit F : (X) — N? par F1(0) = 
degré total de 0 et F2(8) = nombre d’inversions de 6. Toutes les hypothè- 
ses du théorème 111.2.6.2 sont vérifiées, et on a bien une déformation 
formelle fi de A; si on prend pour base de A les monômes eftesert, 


alors 


ulee) = ee; sii<jousii=3 
(es, e1) = e1e2 — hes, etc. 


2.6.4. Remarque (fixation du paramètre) 


On peut vérifier que, dans la situation de l’exemple précédent, pour 
tous éléments a,b de A, fi(a,b) est un polynôme par rapport à h à 
coefficients dans A; cette circonstance permet, pour tout élément Ao 
de k, de définir une nouvelle multiplication dans A, à savoir (a,b) — 
En Un(a, b)hG. Si de plus ho est non nul, l'algèbre obtenue est l’algèbre 
enveloppante de l’algèbre de Lie de Heisenberg. 


2.7. Le plan quantique de Manin 
2.7.1. Définition 


On note (e1,e2) la base canonique de k?; l'algèbre A = Sk? est définie 
par les générateurs e; et la relation eiez — eze; = 0. On souhaite définir 
une déformation formelle Z de À par les mêmes générateurs mais avec la 
relation 


€0€1 — Ceres = 0; 


on applique le théorème III.2.6.2 avec X = {e:1,e2} et, dans chaque Wn, 
le système de réductions formé de l’unique élément (eze, 2 p=0 H ezez) ; 
on définit F : (X) — N par le nombre d'inversions; les hypothèses du 
théorème HI.2.6.2 sont vérifiées et on a bien une déformation formelle 
(A, à) de A avec À = @k?/K; nous noterons Spk? cette algèbre et Sk? 
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sa partie homogène de degré m > 0. Si l’on prend pour base de A les 


monômes ef'e??, on a 


mı ,M2 


T NIPN2) — phmeni ,Mitni pMm2+n2 
lerez? 2 es) =e ej A : 


Supposons un instant que k = C; cette relation montre que, pour 
tous a,b € A, ji(a,b) est, par rapport à h, une série convergente de 
rayon de convergence infini; on peut donc définir, pour tout ho € C, 
une nouvelle multiplication dans A par (a,b) — En Un(a, b)h™. On pose 
traditionnellement q = e*° et on note S,k? la nouvelle algèbre obtenue. 
Une application immédiate du lemme diamant montre que S,k? est l’algè- 
bre définie par les générateurs e1,e2 et la relation 


€2€1 — geie2 = Q. 


Si maintenant k est un corps quelconque et q un élément non nul de 
k, on peut encore définir S,k? de la même façon. 


2.7.2. Formule du binôme dans S,k? 


Notons maintenant q l'élément e* de k. On pose, pour tout entier 
n > 0: 


(n)q = that tg 
(0)q = 0 
(L)a(2)a “us (na); 


(expression dont le lecteur s’assurera aisément qu’elle a bien un sens). 
Ces éléments, appelés g-coefficients du binôme, satisfont à la relation de 


Pascal : 
m m-—1 nfm-1 
a) ee 
q q q 


d’où l’on déduit par récurrence que ce sont des polynômes par rapport à 
q (appelés polynômes de Gauss). 


~ 
3 

nr 

D = 
Il 


puis, pour m > n: 


76 III. Déformations formelles 


Enfin on montre que 


m 
(e1 + e2)” = > (x) etes" 
q 


n=0 


en vérifiant que les coefficients des divers monômes efez ” satisfont à la 
relation de Pascal. 


2.7.3. Décomposition de @2k? 

L’espace @2k2 admet pour base les éléments e; ® e; que nous noterons 
eij; posons A2k? = k- (q - e12 — en) de sorte que S2k? = @2k2/ A? k?; le 
sous-espace de @2k2 de base €11, €22, €12 + Geo, est un supplémentaire de 
Azk?, ce qui permet d’écrire 


PR? = SPR? O A2K?. 


3. Déformations formelles de cogébres, 
bigébres, algèbres de Hopf 


3.1. Déformations formelles de cogébres 


On appelle déformation formelle d’une k-cogèbre (A, A) (non néces- 
sairement à coünité) tout k-morphisme À : A — AQ À vérifiant les 
conditions suivantes : 


(i) les applications (A@Id z)oA et Idz QÅ de À vers (AQ AQ AY sont 
identiques (pour la définition des produits tensoriels A@ld get Idz @A, 
voir § III.1.3.4). 


(ii) l'application A/h-A > A @ A/h-A @ A déduite de À est identique 
à À. 

D’après le lemme III.1.2.1, ceci équivaut à la donnée d’une suite d’ap- 
plications k-linéaires À, : À © A vérifiant ce qui suit : 


(111.13) >> (Ap ® Ida — Ida ®A,) 0 A, = 0 


ptq=n 
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(III.14) A =A. 


On laisse au lecteur le soin de définir les notions de déformations 
formelles de cogèbres équivalentes, constantes, triviales. 


3.2. Déformations formelles de bigèbres 


Remarquons d’abord que, si (À, à) est une déformation formelle d’une 
algèbre A, À Q A admet une structure d’algèbre naturelle : 


ji =(A@A@ABALS — AS A 
définie comme suit : 
ji) = (7 @ fi) o F% 
où Fz est le prolongement naturel de 03 à (AQ AQ AQ A)"; en d’autres 
termes ji) a des composantes u? : AQ AQ AQ À — AQ A données 
par 
po = > (Up © Hq) O 023- 


p+q=n 
Considérons maintenant une bigèbre (A, u, i, A, £). Une déformation 
formelle de (A, p, i, A, €) est formée d’une déformation formelle jz de p et 
d'une déformation formelle A de A, compatibles en ce sens que A doit 
être un morphisme d’algèbres, ce qui se traduit par 
(111.15)n D Apo tp = J. (Hp B Hg) © On 0 (Ar 8 As). 


ptq=n ptqir+s=n 
On dit que À admet la même cotinité que A si l’on a 
(EQ Idz) o À = (Idz 88) o À = Idz 


où 


a> anh”) =} elan) h”; 


n 


c’est-à-dire encore 
(e Q Id) o An = (Id@e)oA, =0 Vn>0. 
Il est facile d’adapter la notion d'équivalence du §III.2.1 au cas des 


bigèbres, et on a le résultat suivant : 


Lemme 3.3 
Toute déformation formelle de (A, u, i, A, £) est équivalente à une dé- 
formation formelle admettant les mêmes unité et coünité que A. 
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Démonstration 
Voir [19]. 


Dans la suite, nous supposerons toujours que A admet les mémes unité 
et cotinité que A. 


Remarque 


On trouvera dans [19] une théorie cohomologique pour les bigébres 
analogue à celle exposée au §III.2.4 dans le cas des algébres. 


3.4. Déformations formelles d’algèbres de Hopf 


Théoréme 3.4.1 

Si une bigèbre A est une algèbre de Hopf avec antipode S, toute dé- 
formation formelle de A est équivalente a une autre déformation formelle 
qui est une algèbre de Hopf en ce sens qu’il existe un élément S de 
End;(A) vérifiant 


Ro (S @Idz) o À = fio (Idz@S) o À =i0E. 


En d’autres termes il existe une suite d'éléments S, € End À vérifiant : 


(III.16) 1 Up 0 (Sa SIda)o À, = > Up © (Id4 8Sa) © A, 
pt+qtr=n pt+qtr=n 
= E€ sin =0 
7 0 sinon. 
(III.17) So = 5S. 
Démonstration 


On peut supposer que A admet les mêmes unité et coünité que À. 
Reprenant la méthode du lemme II.1.4, considérons l’algèbre End A mu- 
nie du produit 

uxv=po(u@v)oA; 


de la même façon End-(À) est une algèbre pour le produit analogue 
avec des “tildes”, et c’est une déformation formelle de End A; on vérifie 
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que į o€ est encore unité pour cette déformation formelle; enfin Idz est 


inversible dans End A parce que Id4 l’est dans End À (cf. proposition 
IIL.2.3). 


3.4.2. Produits tensoriels et contragrédientes de représentations 
de déformations formelles d’algébres de Hopf 


Considérons deux représentations (V,), (W, p) de À au sens du 
8IIL.2.4.1 ; notons à la composée des trois applications suivantes : 


— 


1)A:A5A@A 


2) # xJ: AQA- (EndV @ EndWY (c'est ce qu’on a noté # @ p 
au §III.1.3.4) 


3) l'application (End V @ End WY — End(V @ WY obtenue en pro- 
longeant de façon évidente l'application usuelle 


End V Q End W > End(V @ W). 


Alors est une représentation de À, ayant pour composantes 


On = >: (Tp X pq) © Ar; 


pt+qtr=n 
© sera notée 7 @ p. On a en particulier 
(T @ P)o = (To X Po) © Ao = To Q po. 


Considérons maintenant une représentation (V,7) de A; on peut, de 
façon analogue à ce qui a été fait au §11.2.1, définir les puissances ten- 
sorielles @"T, puis, en utilisant le §III.2.3, leur somme directe @T, repré- 
sentation opérant dans 9V ; on a encore 


Qring = (@"T) Q (@"T), 


d’où l’on déduit que, si Æ est un sous-k-module de @2V , stable par @°7, 
l'idéal bilatère fermé de ®V engendré par E est stable par @T. 
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Enfin il est facile de définir la contragrédiente d’une représentation 
(V,7) : c’est la représentation dans l’espace Homz(V, k) = V* donnée 
par 


F@ = (SA); 


ses composantes sont données par 


en particulier 


Théorème 3.4.3 

On suppose k de caractéristique nulle. Soit U l’algèbre enveloppante 
d’une algèbre de Lie semi-simple, (U fi, D,e,S) une déformation for- 
melle de l'algèbre de HopfU. La bijection Rep(U, ji) — Rep(U) établie au 
théorème III. 2.5.7 respecte les produits tensoriels et les contragrédientes. 


Démonstration 


Cela résulte immédiatement des formules donnant (7 ® Ao et (7°)o. 


3.4.4. Construction de déformations formelles d’algèbres de Hopf 
par générateurs et relations 


On reprend les notations et les hypothèses du théorème III.2.6.2; on 
souhaite définir dans À une structure d’algébre de Hopf, i.e. des opé- 
rations A,e,S en donnant leurs valeurs sur les éléments de l’ensemble 
X. 


Commençons par A. On se donne donc, pour tout x € X, un élément 
Ao(x) de (Ao & Ag)”; l'application Ao se prolonge en un morphisme de 
k-algèbres W — (Ay Q Ap), puis en un morphisme de k-algèbres À, : 
W — (Ap @ Ao); pour que celui-ci passe au quotient en un morphisme 
AA (Ag ® Ao), il suffit que l’on ait 


(IIL.18) Al(&-f)=0 Viel: 
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enfin pour que À soit coassociatif, il suffit que 
(IIL.19) (A @ Id+)(Ao(x)) = (ldz @A)(Ao(x)) Vane X. 


On procède de même pour € : on se donne des éo(x) € k; on en déduit 
un morphisme £p : W — k, qui définit € : Ag — k pourvu que l’on ait 


(IIL.20) Elgi — fi) = 0; 
la condition de coiinité s’écrit 
(11.21) (€® Idq-)(Ao(2)) = (ldg @e)(Ao(z)) = z. 
Enfin pour S : on se donne See À qu'on prolonge en un 
antimorphisme Sp: W — Ag qui doit vérifier : 


(III.22) So(&i — fi) = 0 


(11.23)  a((S 8 Idz-)(Ao(x))) = w{(Idz @S)(Ao(z))) = eo(z) -1 


où u désigne la multiplication dans Ao. 


3.5. Dual restreint d’une déformation formelle 
d’une algèbre de Lie semi-simple 
3.5.1. Dual restreint d’une déformation formelle d’une algèbre 
Soit (À, ji) une déformation formelle d’une algèbre À : posons 
À* = Hom;(X, k) = A; 
si (V, fi) est une représentation de À, il est naturel d'appeler coefficients 
de (V,7) les éléments de A* de la forme 
PE: à — (EG D=D D  (é»ralar)us) h" 
n ptgtr+s=n 
old € Ÿ, E € V*. On notera A? l’ensemble des coefficients de repré- 


sentations de rang fini, et on appellera dual restreint de A l'adhérence À 
de A? dans A*; c’est évidemment un sous-k-module de A*. 
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3.5.2. Cas des algèbres enveloppantes des algèbres de Lie semi-simples 


Soit U = U(g), g semi-simple sur k de caractéristique nulle; comme 
toute déformation formelle de U est triviale (théorème III.2.5.5) et comme 
les duaux restreints de deux déformations formelles équivalentes sont 
isomorphes, on peut supposer que (ŭ , à) est la déformation formelle cons- 
tante; comme, de plus, toute représentation de rang fini 7 de (u , fi) est 
équivalente & une représentation vérifiant 7, = 0 Vn > 0 (théoréme 
III.2.5.7), on peut ne considérer que des représentations de ce type. Alors 
les composantes de oe sont données par 


(BE) a > Derva 
ptq=n 
et on voit que ce sont des éléments de U’; on en déduit sans peine que 
U’ est égal à U?. De plus il est immédiat que, en notant y et A (resp. u? 
et A) les opérations dans U (resp. U°), on a les propriétés suivantes : 


e la multiplication 7° dans ao (et même dans {*) a des composantes 
p? : U° x UP — U° données par 


ue, V) = (p ® Y) ° An; 


en particulier u? = p’; 


e la comultiplication A? dans Ü a des composantes : A? : U® > 
U? & U? données par 
A = 


n 


A? sin=0 
0 sin>QO. 


En résumé nous avons démontré ce qui suit : 


Théorème = 

Le dual restreint U° d’une déformation formelle de U(g), g semi- 
simple, est, en tant que bigèbre, une déformation formelle de U(g)° et 
en outre triviale en tant que cogèbre. 


Par contre, comme nous le verrons au chapitre IV, U/(g) peut admettre 
des déformations formelles d’algèbre de Hopf dont le dual restreint soit, 
en tant qu’algébre, une déformation formelle non triviale de U(g)°. 
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3.6. Dérivées des déformations formelles de bigèbres 
cocommutatives 


Nous avons vu au §III.2.5.8 que, si (À, ji) est une déformation formelle 
d’une algèbre commutative (A, u), l'application 


{, }=m-moo 


est un crochet de Poisson. De façon duale on a le résultat suivant : si 
(A, A) est une déformation formelle d’une cogèbre cocommutative (A, A), 
l'application y = A; — g o A, est un cocrochet de Poisson (cf. § 11.5.2). 


Considérons maintenant une déformation formelle d’une bigébre co- 
commutative; on va avoir une relation reliant y, A et u; en effet la 
formule (III.15); peut s’écrire 


A, opt Ao py — (U@ p) 0023 0 (A, @A+ ABWAs) = 
= (1 @ 4 + h ® ju) © 023 0 (A @ A). 


Comme A est cocommutative, A o u envoie À Q A dans S?A; montrons 
qu’il en est de même pour (41 @ w+ H Q ju) © 023 0 (A @ A). Prenons un 
élément a @ b de A® A; on écrit 
A(a) =P aia Alb) = 828; 
i j 
avec a;, 8; € A, et on en déduit facilement que 
(ln © H+ hi ® ju) 0.023 0 (A @A)(a@b) € SA. 
On vérifie ensuite que 
(ab) — A(a) : (b) — w(a) - A(b) = 0 

[calcul facile en écrivant 


Ai(a) =) a, @ az, Ab =) net]. 
k ? 


On a donc établi le résultat suivant : 
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Proposition 

Soit (A, u, îi, A, €) une bigèbre cocommutative, (ji, À) une déformation 
formelle de cette bigèbre au sens du § III.3.2; l'application y = A —00 4A; 
munit À d’une structure de bigèbre copoissonienne au sens du $ 11.5. En 
particulier, si A est une algèbre enveloppante U(g), la restriction 6 de y 
à g munit g d’une structure de bigébre de Lie. 


3.7. Equations de Yang-Baxter quantique et classique 


Notons encore (A, LL, A) une déformation formelle d’une bigébre co- 
commutative et posons y = A, — g o A. Donnons-nous en outre un 
élément À = (R,) de A@ A vérifiant des conditions analogues aux con- 
ditions (II.1), (II.2), (II.3), à savoir 


(11.24) D (Hp ® Hq)(o23(R, 8 As(a) — o(A,(a)) 8 R)) = 0 


ptqtr+s=n 
(11.25) D ((A, @ Id)(Rq) kz Rp13Rq;23) =0 
p+g=n 
(111.26) >, (Id @A,)(Rg) — RyusRque) = 0; 
p+q=n 


supposons en outre que Ry = 1 @ 1. Alors (III.24) avec n = 1 implique 
pla) = [A(a), Ra]; 

posant r = $(R, — o(R:)) € AA, on en déduit que 

(III.27) ela) = [A(a),rl. 


Par ailleurs R, appartient à P @ P où P désigne l’ensemble des élé- 
ments primitifs de A; pour le voir, on choisit des bases (e;) et (e;) comme 
à la proposition 11.5.4.3 et on écrit (IIL.25) et (111.26) avec n = 1. 


Ensuite on montre, comme au 8 11.2.1.2, que R satisfait l’analogue de 
l'équation de Yang-Baxter quantique, à savoir 


5 (Rp12Rg:13Rr:23 = R,.23Rq:13Rp:12) = 0; 


ptgtr=n 
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écrivant ceci avec n = 2, on obtient 
[Riaz Riis} + (Rio, Ris] + [R1;13, Ris] = 0; 
autrement dit, Rı satisfait l'équation de Yang-Barter classique. 


Proposition 

On suppose que À est une algèbre enveloppante U(g). Alors r ap- 
partient à A?g, admet 6 = yj, comme cobord, et satisfait l'équation de 
Yang-Baxter classique modifiée. 


Démonstration 


La première assertion résulte de ce que R; € PRP et P = g; la 
seconde de (III.27); enfin la troisième a été démontrée au 8 11.5.5. 


Chapitre IV 
Le groupe quantique U,(51(2, k)) 


On suppose dans tout ce chapitre que le corps k est de caractéristique 
nulle et algébriquement clos. 


1. Déformation formelle de U(s1(2, k)) 


1.1. L’algèbre associative {4,(s1(2,k)) 


Remarquons d’abord que, si x est un élément d’une algèbre A, lex- 
ressio st) 
Res ie 

p sh(h/2) 


définit un élément de À qui peut s’écrire 


sh(hz/2) 
sh( sh(/2) = Pile 


q 
où chaque P, est un polynôme à coefficients rationnels, nul pour q impair, 


et vérifiant Pix) = x et P,(0) = 0. 


Rappelons par ailleurs que l'algèbre de Lie si(2, k) admet pour base 
les éléments 


#=(5 9). x-( 4) v-( 0) 
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avec 
(IV.1) [H,X]=2X, [H,Y]=-2Y, [X,Y]=H. 


Son algèbre enveloppante U(sI(2, k)), que nous noterons aussi U, est dé- 
finie par les générateurs H, X,Y et les relations (IV.1); elle admet pour 
base les monômes H™ - X” . YP (théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt). 


Reprenant la méthode exposée au §III.2.6, on souhaite définir une 
déformation formelle par les générateurs H, X, Y et les relations 
sh(hH/2) 

sh(h/2) ? 
l’ensemble X du §ITI.2.6 est donc formé de H, X, Y ; l’ensemble J a trois 
éléments et on prend 


(IV.2) [H,X]=2X, [H,Y]=-2Y, [X,Y]= 


_ a a (q)__ J —-2X siq=0 
&=XH, fi=HX-2X, fi ar agai 
_ (q) J 2Y sig=0 
&=YH, fo=HY+2Y, f a Ayo 0 


a=yx, h= xy- SMH?) of XY - P(H) siq=0 


sh(h/2) > °° —P,(H) sig>0 
Nous avons vu au 8 [.2.5 que les hypothèses du théorème III.2.6.2 sont 
satisfaites; celui-ci montre donc que l’on définit bien une déformation 
formelle de U/(sI(2,k)), i.e. une structure de k-algébre sur U ; on la note 
traditionnellement U4,(s!(2,)) ou, plus simplement, Un. 


Le théorème III.2.5.5 montre que cette déformation formelle est trivia- 
le; mais l’isomorphisme entre celle-ci et la déformation formelle constante 
ne semble pas facile à décrire explicitement (cf. [17], p. 334). 


1.2. L’algèbre de Hopf U, (sI(2, k)) 


Nous allons utiliser la méthode du §III.3.4.4. Posons 


AH) = H@1+1@H 
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A(X) = X Qel 4 eE g X 
Ad(Y) ae Y @ eh/4 + e hala @Y 
Eo(H) = Eo(X) =e0(Y) =0 
So(H) = -H 

SX) = —e*/*x 

SoY) = —e*y; 


on doit vérifier les relations (III.18) à (III.23). Pour cela il sera commode 
d’introduire les éléments 


go = et et gag@ek 


Ko = èF et K = KÈ € Uh; 


on a 

(IV.3) RON HE = ax 

(IV.4) Ky-Y-K>! = q'y 

(IV.5) [X,Y] = (K-K"/@-¢"). 


1) Vérifions (II.18) pour à = 1 ou 2 (on prend i = 1) : on a 
AXH-HX+2X) = (X®K+K"'@X)-(H®1+1@H) 
—(H®14+1@H)-(X@K+K'@xX) 
+2(X @K+K!@X) 
= (X,H]}@K+K7'@[X,H]+X ®[K,H] 
+K, H]@X+2(X @K+K1@xX) 
=, 
2) Pour à = 3 : analogue en remarquant que 
Dol Ko) — eP(H81+18H)/4 
(eM#/4 g1). (18 e^) 
Ko 8 Ko 


et 
= sh(hH/2) = -1 -1 
Ao(—-—) = K-K K — : 
3) Vérification de (IIL.19), (III.20), (III.21) : immédiate en remarquant 
que e(K#) = 1. 
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4) Vérifions (IIL.22) pouri=3:ona 


RY XOX + Sa 2) = 
= So(X)-So(¥) — So(¥) : So(X) + 
_ sh(hH/2) _ 
=XY-YX- =o. 


5) La vérification de (111.23) est immédiate. 


On a donc muni U;(sl(2,k)) d’une déformation formelle de l'algèbre 
de Hopf U(si(2, k)). 


Notations définitives 
Nous noterons À, £, S les opérations relatives à U,(sl(2, k)), de sorte 
que les formules du début du présent paragraphe deviennent 


ÂA(H)=H@1+1@H, etc. 


Formule explicite pour A 
On vérifie par récurrence sur les degrés que l’on à 


my m2 


ser E E E e] (o) [e] 


nı =0 n2=0 n3=0 n2 n3 


mını LJM2—N2 nı n3 Y m3I-n3 nı LJN2 TZ™M1—N1+M3—-N3 yng 
Y H Ky X @Y™H™ Kt X 


où les éléments sont définis comme suit : 
n 

q 
n 


U, 2 


[n], = pere ds ie à: n 
= gq’ *(n)¢ 


Helle -+ fla 


FL = a 


à, 
Q 
Il 
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2. Représentations de rang fini de U/,(sI(2, k)) 


2.1. Classification des représentations irréductibles 
de rang fini 


Nous savons déjà (théorème III.2.5.7) qu’on obtient une bijection de 
Rep(Un) sur Rep(U/) en associant à toute représentation de rang fini de 
Un, sa composante de degré 0, que cette bijection respecte les sommes 
directes, fait correspondre aux représentations minimales de Up les repré- 
sentations irréductibles de YU et enfin que toute représentation de rang 
fini de U, est somme directe de représentations minimales. On va donner 
ici une description un peu plus explicite de ces représentations minimales. 


Rappelons d’abord la structure des représentations irréductibles de 
dimension finie de U, c’est-à-dire de sI(2, k). Pour tout entier m > 0 
il existe une unique représentation irréductible de sl(2,k) de dimension 
m+ 1, que nous noterons pm et qu’on peut décrire comme suit, dans une 


base convenable (vo, ..., Um) de kt : 
Pml H) -Un = (m—2n)- dU, 
Pm X): un = (m-n+1): in- 
Pml Y) Un = (n++1)- Ung. 


Théorème (cf. [27], [36]) 
(i) Pour tout entier m > 0 les formules suivantes définissent une repré- 
sentation minimale de rang m + 1 de U, : 


Pml H) -un = (m—-2n) Up 
qr tt = ME 


Pml X) n = gg "Un-1 
= qet = go 
Pm(Y) Un = gg. * Un+1. 


(ii) Toute représentation minimale de rang fini de U, est équivalente 
à l’une des pm. 
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Démonstration 


Il suffit de vérifier que ces formules définissent une représentation de 
Up, i.e. sont compatibles avec les relations (IV.2), car il est clair que 
la composante de degré 0 de Jm sera identique 4 pm; la vérification ne 
présente pas de difficultés. 


On a en particulier 


iH) = (4 un A0 = (4 a mor) = (| a 


On constate sur les formules ci-dessus que, comme dans le cas classique, 
l'opérateur pm(H) est diagonalisable; ses valeurs propres m — 2n, n = 
0,1,...,m, sont appelées poids de la représentation; le plus grand, a 
savoir m, est appelé poids dominant. 


Remarque 


Il peut sembler artificiel d’exhiber sans explications les formules du 
théorème ci-dessus; en fait elles s’introduisent naturellement pourvu qu’on 
veuille bien admettre (ce qui n’est pas évident!) que, pour toute repré- 
sentation de rang fini (V, 7), l'opérateur 7(H) admet au moins un vecteur 
propre w avec valeur propre À € k; en effet, partant de là, on peut repren- 
dre le raisonnement classique : appliquant à w une puissance convenable 
de r(X), on obtient un vecteur wo de plus haut poids, i.e. annulé par 
mw(X), avec une valeur propre Ào € k; les vecteurs Wn = n(Y)” - wo sont 
des vecteurs propres pour 7(H), nuls pour n suffisamment grand; en- 
fin, multipliant chaque w, par un scalaire convenable, on obtient des v, 
répondant à la question. 


2.2. Produits tensoriels de représentations 
de rang fini de U, 


Le théorème II.3.4.3 montre que ces produits tensoriels sont donnés 
par les mêmes formules que pour sI(2, k); on peut aussi le voir de la façon 
suivante : On à 


(A © A (H) = fro (H) 8 1+ 10 pra (Hs 
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ceci montre que les poids de pm ® Pm" sont les nombres m’ +m” — 2(n' + 
n”) ot n = 0,1,...,m’ et n” = 0,1,...,m”; on en déduit, exactement 
comme dans le cas classique, que 


t H 


Pn D Pm = Bm, m= |m'—m"|,|\m'—m"|+2,...,m'+m 


(formules de Clebsch- Gordan). 


2.3. Les représentations /m comme puissances 
symétriques de pi 


Calculons d’abord les images de H, X, Y par ®*f, dans la base 
(voo; Vor, Ve, V11) où l’on a posé vij = v; @ vj. On a facilement 


2 00 0 
aara o Où D) 
0 0 0 -2 


ensuite, remarquant que 


Pilko) =(" h) 


do 
on trouve ai 

0 q do 0 
0 0 0 g! 

2 = 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
-1 

2> _ | 4% 0 0 0 
0 % % 0 


On remarque que l'élément vio — quoi est annulé par ces trois opéra- 
teurs; il en résulte, d’une part que le sous-espace A?k? = k(vy9 — quoi), 
déjà considéré au §III.2.8, est stable par °F, la sous-représentation 
correspondante n'étant autre que la coünité €; et, d’autre part, d’après 
le § ITI.3.4.2, que l'idéal bilatére fermé K de @k? engendré par vio — qvo 
est stable par &J1; on obtient de cette façon une représentation dans 
l'algèbre Shk? = @k?/K ; nous noterons Sp; cette représentation et Sp, 
la sous-représentation dans Sk?. 
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Proposition 
Les représentations S™ pi et pm sont équivalentes. 


Démonstration 


Une récurrence facile montre que @™p; contient la représentation pp ; 
d’autre part Sik? est le quotient de @™k? par le sous-module engendré 
par les éléments de la forme 


E = vi @ +++ @ Vj, Q (U10 — QU01) @ Ving @ ++ @ Vina 


où k = 0,1,...,m— 2, t; = 0,1; comme vio — qvo, est de poids 0, celui 
de £ est au plus égal à m — 2; ceci montre que Sp; contient pm; comme 
ces deux représentations ont méme rang, elles sont identiques. 


3. Dual restreint de U,(sI(2, k)) 


3.1. Généralités 


On a vu au 8111.3.5.2 que l'algèbre (Un)? est une déformation formelle 
de U°; on va ici en donner une présentation au sens du §III.2.6. 


Toute représentation de rang fini de U, est contenue dans une puis- 
sance tensorielle de py parce que la propriété analogue est vraie pour U ; 
par suite les coefficients de p1, que nous noterons à, b, č, d, engendrent 
topologiquement l'algèbre (44,)°; si donc on note W la k-algèbre ten- 
sorielle construite sur quatre éléments abstraits notés a’, b', c’, d' (pour 
éviter les confusions), le morphisme d’algébres naturel F : W — [CAN 
défini par F(a') = à, etc. est surjectif. On va déterminer son noyau Ker F ; 
rappelons que (U)? = Ü° en tant que k-module. 


3.2. Construction d’éléments de Ker F 


On a vu au §IV.2.2 que le sous-espace k- (v19 — qvo) de @?K? est stable 
par (@79;)(u) pour tout u € Un; des calculs analogues montrent que le 
sous-espace k- voo Ok + v4, k- (qvio + vor) Vest aussi; par suite (@*f;)(u) 
commute à l’opérateur T dans @k? égal à —q"} sur le premier sous- 
espace et à q sur le second; la matrice de T dans la base (voo, vor, V10, V11) 
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est la suivante : 


oOo OR 


ae) (ade) exe) Ke 
(SP) = | ju) (u) (dä)(u) (db)(w) 
(&)(u) (@d)(u) (dë)(u) (da)(u) 


Ecrivant la commutation de ces deux matrices, on obtient les six relations 


suivantes dans (Un)? : 


ba= qăb, aq, =, db=qbd, dč= qd, 
da — ad = (q—q7')be. 

Par ailleurs le fait que 

(BPP (u) - (vio — quoi) = E(u) - (vio — voi) 
fournit une septième relation : 

da — qbč = ĉ. 
Autrement dit Ker F contient les sept éléments suivants : 
ba —qab, ca -qac, cb-be, db-qgbd, dc qed, 

d'a — a'd! -(q-—q i'd, d'a -qgbeé-e. 

Théorème 3.3 (cf. [16]) 


Le noyau de F est l'idéal bilatère fermé K engendré par les sept élé- 
ments ci-dessus. 
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Démonstration 

On doit prouver que le morphisme G : W/ K — UP déduit de F est 
injectif. L'idéal K est aussi engendré par les éléments 

ba — qab, ca — qad, db bd, d'V — qod, dc - qd, 

b'e — (qa'd' — ge'), d'a — (a'd — (q? — Le’); 
nous savons (cf. § 1.2.6) que les hypothèses du lemme diamant sont satis- 
faites par le système de réductions 
(b'a, qab’), ..., (d'a, Pad — (q? — 1)e’); 

appliquant alors le théorème III.2.6.2, on voit que W /K est isomorphe, en 
tant que k— module, à W/ Ko où Ko est Vidéal bilatère de W engendré par 
les éléments b'a’ —a'b', ...,d'a'—a'd'. Vu comme application W/Ko — wo, 
G admet des composantes Gn; Go est injective (et même bijective) en 


vertu de la présentation usuelle de U/(si(2,k))°; et cela entraîne immé- 
diatement que G elle-même est injective. 


4. R-matrice universelle pour U,(sl(2, k)) 


(Cf. [16].) 
On pose 


R= 5 (g— QM E-mim+ 0/2 HIGH +m HEL—m-LOH/4 ym @yY™: 
m>0 im], 
cette série est convergente dans (U(sI(2,k)) @ U(sI(2, k))) [A] parce que 
(q — g 1)" appartient à hk. 


Nous admettrons que cet élément R satisfait bien les conditions (II.1) 
a (11.3) du §11.2.1.2. 


On laisse au lecteur le soin de vérifier que l’endomorphisme 
Co = Oya ge © (p x p)(R) 


de &?k? est égal à qo’: T où T ale sens donné au §1V.3.3. 
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Par ailleurs, avec les notations du §III.3.7, on a 
1 
R = 1Ë SH+XSY 
1 
r= ~(X@Y-Y@X) 


2 
1 
[r] gH AXAY. 


Il 
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Chapitre V 
Le groupe quantique U,(si(N +1,k)) 


On suppose dans tout ce chapitre que le corps k est algébriquement 
clos et de caractéristique nulle. 


1. Déformation formelle de U(sl(N +1,k)) 


1.1. Rappels sur U(sI(N +1,k)) 


1.1.1. Notations 

L’algèbre de Lie g = sl(N + 1, k) est l’ensemble des matrices à N +1 
lignes et N +1 colonnes de trace nulle; on notera Ej; (i,j =1,...,N+1) 
les unités matricielles de M(N+1, k), i.e. de coefficients (Ei;)re = 6x0. 
On note b la sous-algèbre de Cartan formée des matrices diagonales, qui 
admet pour base les éléments 


H; = Ex; — i+1i+1> i=1,...,N. 
Il est clair que l’on a 
(Hi, H;] = 0. 


On note At l’ensemble des racines positives de g; ses éléments, notés 
a, B, y, etc., sont des formes linéaires sur h qui correspondent bijective- 
ment aux intervalles [i, j] inclus dans l’ensemble {1,2,..., N}, de la façon 
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suivante : à l'intervalle a = [i,j] correspond la forme linéaire sur b définie 
par 


(a, Z) = Zi 2541 


pour tout Z = SE AE: €b. 


Si a = [i,j], on pose 
&a)=j-i+1, o(a)=i, e(a) =). 


On définit sur At une relation d’ordre comme suit : a < 8 si o(œ) < o(8) 
ou si o(a@) = o( 8) et e(a) < e(B); on a donc 


[1] < [1,2] << [LN] < [2] < [2,3] <- (NI. 


On pose en outre 
Xe = Fijti, Yo = Ejh 


et on a 


[Z, Xo] =(a, Z) Xa, |Z, Ya] = — (a, Z) Yo. 


On écrit X; au lieu de Xf et Y; au lieu de Yj. 


Posant 


2 sii=j, 
aij = (i), Hi) = 4 -1 sifi- j|=1, 
0 sifi-j|>2 
on a donc 
[H;, X;] = aij Xj 
(Hi, Yj] 


Il 


-ai jY. 


(La matrice (a;j) est appelée matrice de Cartan de l'algèbre de Lie 
sl(N + 1,k).) 
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Notons aussi les relations 


_ [Xap si o()=e(a) +1 
[Xa Xs] = 0 dans le cas contraire 
Yous si 0(8) = e(a) +1 
[a Yo] 0 dans le cas contraire 


[X;, Y;] = ôi jHi. 


Par contre les crochets [X,, Yg] sont plus difficiles à écrire, et ce phé- 
nomene se retrouvera plus loin dans le cas de Ur (sI(N + 1, k)). Notons 
enfin que les X, et Y, se déduisent des X; et Y; par les formules de 
récurrence 


Xua = Xa Xiz] 
View = [Y;, Vial 


1.1.2. Première présentation de U(g) 


Notons F l’ensemble formé des H;, Xa et Ya. Par définition des algè- 
bres enveloppantes, on a 


U(g) = k (F) /J 


où °J est l'idéal bilatère de k(F) engendré par tous les éléments de la 
forme €n — nê — [é,n]4 avec £, n € F, c'est-à-dire les éléments suivants : 


oe = HH;-H;H oùi<j 
ED = HiXa— XaHi— (a, Hi) Xa 
08) = HiYa— YaHi + (a, Hi) Ya 
oela = XaYg — YəXa — [XL Yslo 


o) E _ f| Xap Si o(B) = e(a) +1 
Eas = XaXp— Xg Xa [ 0 dans le cas contraire 
Youg si o(B) = e(a) +1 


eT) = e 
Sap = Yo¥a — YpYa È dans le cas contraire. 


102 V. Le groupe quantique U, (sl(N + 1, k)) 


Lemme 1.1.3 
L'idéal J est égal à l'idéal bilatére de k (F) engendré par les éléments 
suivants : 
pem = HH; ion H;H; oùi< j 
e) = HiX- X;jHi — 045%; 
"6 = HY; — Y;Hi + uY; 
VE = XY) YjXi — ôijHi 
D = XiXj- XX oùi<j-2 
ED = X?X;—-2XiXj;Xi+XjX? ot i- jl = 1 
E = YY-YY oùi<j-2 
"a = Y-Y +Y oùli-jl=] 


et par les éléments intervenant dans la définition des X, et Ya à partir 
des X; et Y;, à savoir 


oeta) = XiXü+ı] — X+, — À) 
ED = Vibes — Yeah — Wa 


N.B. Les relations oe =0à eu = 0 sont appelées relations de Serre. 


Démonstration 
Notons °J’ l'idéal bilatére engendré par les éléments ci-dessus. 


a) On a °J' C J : montrons par exemple que an € J. Calculant 
modulo °J, on a, pour j =i+1: 
6 
ED = XXX; — XXi) — (X:X; — XX) Xi 
= XiX- AA = 0. 


b) On a J C °J' : on doit vérifier que oen, ER au € °J'. Or, calcu- 
lant modulo °J’, on a 
Xin = AA) XiX: 
Yin = ing — Youn 


et on en déduit les résultats désirés par récurrence sur £(a) et (/). 
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1.1.4. Autre présentation de U(g) 


Notons E l’ensemble formé des H;, X;, Y; et Y l’idéal bilatére de k (£) 


engendré par les éléments WA Pen ee 


Proposition 
L’algébre U(g) est canoniquement isomorphe à k (E) /°T. 


Démonstration 


Notons provisoirement H;, Xa, Ya les éléments de F. Notons ® le 
morphisme 


k(€) —k(F) 


transformant H; en H,, etc.; U et V les morphismes canoniques 


k(E) — k (£) SF 
et 
k(F) — k(F) JI. 


Comme (7) C °J, & passe au quotient en un morphisme 
Y : k (£) JT — k (F) /J; 


W est surjectif car 
k (F) = Y(k(E)) +. 


Prolongeons U en un morphisme 
U' : k (F) — k (E) JT 

par U'(X,) = U(Xa), etc.; U’ est nul sur °J, donc définit un morphisme 
k (F) PI — k (£) /T, 


qui est inverse à gauche de Y, lequel est donc injectif. 
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1.1.5. Base et décomposition triangulaire de U(g) 

Notons €* (resp. €°, resp. E7) l’ensemble des X; (resp. Hj, resp. Yj), 
I* (resp. I°, resp. I~) Vidéal bilatére de k (E+) en k (E°), resp. k (E P) 
engendré par les éléments ° 2 et dge) (resp. 0) , resp. ee et oeth) ). 
Disons qu’un élément de (F) est un monôme Bede s’il est de la forme 


Yay ace Yom a Hi -e Hi, Xp -Xop 
avec 
a 2: Am2 ‘2 In; Biases d Be. 


Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt permet d’affirmer que 


e les monômes ordonnés ci-dessus forment une base de U(g) 
e les monômes ordonnés par rapport aux H; forment une base de {{(b) 


e les monômes ordonnés par rapport aux X, (resp. Y,) forment une 
base de U(n*) (resp. U(n~)) où nt (resp. n`) est l'algèbre de Lie 
formée des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) stric- 
tes. 


Il en résulte que l’on a un isomorphisme d’espaces vectoriels 


U(g) =U(n-) @U(h) @U(n"). 


1.2. Définition et structure de U,(g) (voir [28)) 
1.2.1. Généralités 
Définition 
L’algébre Un(g) est le quotient de k (£), où E est défini comme au 
§V.1.1.4, par l'idéal bilatère fermé K engendré par les éléments suivants : 


a = H;H;- HH; oùi<j 
2 
a = HX; — Ale ai jX j 


8) = HY; —Y;H; + uY; 


ij 
(4) = v ovy. sh(hH; /2) 
i a baa eae BCT 
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6) = XX; -X;Xi oùi<j-2 
GP = X?Xj- (a+ )XiXiXi+ XX? oùfi-j|=1 
Ne YY-YY  oùi<j—2 


tJ 
O = VP¥,-(qtqDVYN+ YY? oùfi-jl=1. 


ij 
On va démontrer que U;(g) est isomorphe, en tant que k-module, à 
U(g), donner une présentation de U,(g) analogue a celle du §V.1.1.2 


et construire une base (topologique dans le contexte actuel) de {,(g) 
analogue à celle du § V.1.1.5. 


Pour montrer que U;(g) est isomorphe à ulg), il suffit de construire 
des isomorphismes de k,-modules 


A: (k TE))p/Ta(K) — (U(9)}n 


(où x, est le morphisme canonique k (E) > (k (E)),) compatibles avec 
les deux systémes projectifs. 


En tant que k,-algébre, (k(E)), est le quotient de kn (£) par l'idéal 
bilatere engendré par les analogues des éléments ee ) ci-dessus, mais ici 
h? = 0; de même (U(g ))„ est le quotient de kn (£) par Vidéal bilatère 
engendré par les mêmes éléments où l’on fait h = 0. On va donner une 
présentation de (k (€)),, ainsi qu’une base de cet espace, indépendantes 
de h; il sera alors facile de vérifier que les isomorphismes ®,, associés à 
ces bases sont compatibles avec les systèmes projectifs. 


1.2.2. Notations 


Dans la suite du 8 V.1.2 on écrit k au lieu de kns de sorte que k est un 
anneau commutatif, h un élément nilpotent de k, qo = e*t, q = e/?. 


On note J l'idéal bilatère de k (£) engendré par les éléments EM? ci ) 
dessus. On définit E+, €, €, I*, 19, I7 comme au §V.1.1.5, en rem- 
plaçant bien entendu ogl ) par BA y 
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1.2.3. Plan de la démonstration 
Notre démonstration suivra de très près celle de [37]. Dans un premier 


temps, on va ignorer les relations de Serre déformées, à savoir au Œ) _ 9 
pour p = 5,...,8, établir la décomposition triangulaire 


K(E)/T = (R(E~)/I~) @ (k(E°)/T°) 8 (k (E+) /I*) 


et remarquer (ce qui est immédiat) que les monômes ordonnés par rapport 
aux H; forment une base de k (E?) /I°. Ensuite on définira des éléments 
Xa € kK(E*) et Ya € K(E~) qui permettront de donner d’autres pré- 
sentations et des bases pour k (E+) /J+ et k(E~)/I-. On en déduira 
enfin une base et une nouvelle présentation de k (€) /T. 


Pour la première étape, on notera J’ Vidéal bilatère de k (£) engendré 
par les éléments ef ) avec p=1,...,4. 


Lemme 1.2.4 
Il existe un unique isomorphisme d’espaces vectoriels 


R(E)/T' — (k(ET)) 8 (K(E°)/T°) @ (H(E*)) 
transformant tout élément 
(Yi, FER Yim Hij ons “Hi Xe sie) Xe, modulo I’) 


en 


Ge aay: 


tm 


) @ (Hj, +++ Hj, modulo I°) @ (Xx, ::-Xx,). 


Démonstration 


Notons S’ le système de réductions dans k (€) formé des couples 
suivants : 


(H:H;,H;H;) Où i < j 
(X; H, H, Xi — — Qij Xi) 
(H:Y;, Y;Hi — ai jY;) 

í sh(hH;/2) 


XY Vike + ÉD 


J- 
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Il est facile de vérifier qu’il est confluent; de plus on peut prendre 
l'application adaptée F de (£) dans N° définie comme suit : pour tout 
M € (£), 


Fi(M) = degré total de M par rapport aux X; et Y; 
F(M) = degré total de M 
F3(M) = nombre d’inversions par rapport à l’ordre suivant : 


Y; > Hy, > À; > X; dès que jı < je. 


Le lemme diamant montre alors que k (€) /I' admet pour base les 
monômes de la forme 
Ya ee Yim Has Xk t Xk avec HZ: In- 


Lemme 1.2.5 
Il existe un unique isomorphisme d’espaces vectoriels 


k(E)/I — (KE )/17) 8 (K(E*)/T°) 8 (KE *)/1*) 
transformant tout élément 
Mir Yin Hj, ++ > Hy, Xe, t Xk modulo I) 
en 
(Ya e Yin mod. I~) ® (H; +- Hj, mod. I°) @ (Xp, --- Xk, mod. I*). 
Démonstration 
Notant 7 l'application canonique k (€) — k (€) /I', on a 
k (€) /I = (k(E)/1)/70) 
et on doit montrer que 


mI) = I” 8(k(E°)/I°) @ (k(E*)) 
+ (HET) S (k(E°)/I°) @ It. 


Posant A = k (£) /T', il suffit de vérifier que 
(EG He) € A-m(E) 
TEY) € Ar) 
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pour p = 5,6, et 


(Hé) € (&)-A 
(Xe) € (EP) A 


pour p = 7,8. Examinons par exemple les deux premières relations: un 
calcul direct montre que, modulo J’, on a 


EP H, = me? + cte- En) 


et 
ey, = Y, ee. 


1.2.6. Définition d’éléments Xa € k (E+) 
Les objets a, (a), o(a), e(a) ont le même sens qu’au 8 V.1.1.1. On 


définit les Xa par récurrence sur (œ) comme suit : 


Xq = À 
Xij] 


Il 


G XX psig, — GX Xi sii < j. 


On note Ft l’ensemble des Xa. 


Lemme 1.2.7 
L'idéal IT est identique à l'idéal bilatére de k (E+) engendré par les 
éléments suivants, poura < ß : 


XaXg gi (Aas XgXa + la BX aus + Va 8 Xang Xaug) 


où les scalaires À4 8, Ha 8, Va g sont donnés par le tableau ci-dessous. 
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PTT TT 
position relative valeur | valeur | valeur 
de a et 8 de Aag | de Hag | de vag 
e(a) +1 < o(f) 1 0 0 
e(a) + 1 = 0(8) q qo 0 
o(a) < o(p) < e(a) <e(B)} 1 0 g-a 


Démonstration 
Par récurrence sur f(a) et (8). 


Lemme 1.2.8 
L’algèbre k (E*) /I* est isomorphe à k(Ft)/J+ où J+ est l'idéal 
bilatère de k (F +) engendré par les éléments indiqués au lemme V.1.2.7. 


Démonstration 


Comme à la proposition V.1.1.4. 


Lemme 1.2.9 
Les monômes de la forme Xo, -Xan où @ > +++ > Om forment une 
base de k (Ft) JT. 


Démonstration 
Considérons le système de réductions St dans k (F*} formé des cou- 
ples 
(Ka X 8, AaB X8Xa + bMa,eXaug + Yo,eXanpXaus)- 
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On vérifie, par des calculs longs mais sans difficulté, qu’il est confluent. 
Définissons une application F de (F*) dans NN(N+9/2+1 de la façon 
suivante : pour tout monôme M € (Ft) et tout a, notons da( M) le 
degré de M par rapport à a; notons J(M) le nombre d’inversions de M 
par rapport à l’ordre indiqué; posons 


F(M) = (du M), du(M),.…., dum(M), de M), -- -, dm(M), (M). 


Alors F(M) diminue strictement si, dans le monôme M, on remplace un 
produit XaXg par Aap Xp Xa OÙ Ha BX aus OÙ Va Xang X aus 


Le lemme résulte alors du lemme diamant. 


Proposition 1.2.10 (théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt généralisé, 
cf. [37]) 
Le quotient k (£) /I admet pour base les monômes de la forme 


Yon Yom Ha Hin Xp Xp, 


avec 


Démonstration 


Cela résulte du lemme V.1.2.5, du lemme V.1.2.9 et du résultat ana- 
logue pour E7. 


Corollaire 1.2.11 R 
L’algébre Up(g) est isomorphe, en tant que k-module, à U (g). 


1.2.12. Autre présentation de k (€) /I 
Notons F l’ensemble des H;, Xa et Yo. 


Proposition 

L’algèbre k (E) /I est isomorphe au quotient de k (F) par l'idéal bi- 
latère engendré par les éléments Be ey oe gy, 
au lemme V.1.2.7, et leurs analogues pour F~. 


les éléments introduits 
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Démonstration 


Comme à la proposition V.1.1.4. 


2. Les algèbres de Hopf ZA; (sl(N +1,k)) et 
Un(gl(N +1,k)) 
2.1. L’algèbre de Hopf Z,(sl(N + 1,k)) 


De façon analogue à ce qui a été fait au chapitre précédent dans le cas 
où N = 1, on définit des opérations A, £, $ dans U,(sl(N + 1, k)) par 


A(Hi) = H@1+1@H; 

A(X;) = X;,@ t + eilt e X; 
AY) = oeil + eh gY, 
&(Hi) = E(X;) = EN) =0 

S(H;) = -H; 

S(Xi) = —qX; 

SY) = -Yy 


on vérifie qu’on obtient bien ainsi une algèbre de Hopf; enfin on pose 
Kio = e5, Ki= Kio 

N.B. On trouvera dans [37] une formule donnant une R-matrice uni- 

verselle pour Ur (sI(N + 1, k)). 

2.2. L’algébre de Hopf A, (gl(N + 1, k)) 


En ce qui concerne l'algèbre U;(gl(N + 1,k)), on reprend la notation 
Z introduite au 811.2.4.6 dans le cas où k = C; U,(gl(N + 1,k)) est 
donc définie par les générateurs H;, Xi, Yi, Z avec les relations du lemme 
V.1.1.3 et en outre 


[Z, Hi = [Z, X;] == [Z, Yi] = 0. 


L’algébre U,(gl(N + 1,k)) est définie comme quotient de l’algèbre asso- 
ciative libre (k ((H;), (Xi), (Yi), Z)) [A] par l'idéal bilatere fermé engendré 
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par les éléments EP du § V.1.2.1 ainsi que [Z, Hj], [Z, X;], |Z, Yi]. On dé- 
montre, comme dans le cas de U,(sl(N +1,k)), que U,(gi(N +1,k)) est 
une déformation formelle de U(gl(N + 1,k)). 


La comultiplication de Up (sI(N +1, k)) se prolonge à Uy(gl(N +1, k)) 
en posant 


A(Z) =Z@141@2Z. 


3. Dual restreint de U,(sl(N + 1,k)) 


3.1. Préliminaires 


On notera p la représentation naturelle de U(sl(N +1,k)) dans k%+?, 
pij Ses coefficients, pm la m-iéme puissance tensorielle de p, p et Pm les 
représentations de Un(sI(N + 1,k)) qui correspondent à p et pm par le 
théorème 111.2.5.7. Les coefficients p;; de 5 engendrent topologiquement 
le dual restreint de 4, (sl(N + 1, k)), isomorphe à (U(sI(N + 1, k))®) [A] 
(cf. SIIL.3.5.2). Notant W la k-algèbre associative libre construite sur 
des générateurs notés (pour éviter des confusions) pj;, on a donc un 
morphisme surjectif 


F:W — Uo 
Pij > fij 


On va déterminer le noyau de F. 


Remarquons d’abord que l’on a 
DCH:) = Eii — Eirias AXi) = Eiio PM) = Eirini 
p se prolonge en une représentation de U,(gl(N +1, k)) en posant p(Z) = 


I; on peut alors définir fm en tant que représentation de Un (gl(N +1, k)) 
comme m-ième puissance tensorielle de J. 


Lemme 3.2 

La représentation pa de Up(gl(N + 1,k)) conserve le sous-k-module 
S2EN+! (resp. A2ĘN+!) engendré par les éléments de la forme e; Q e; et 
qo Ej Bex + Goer Be; où j < k (resp. par les éléments Goej Dex — 4 ee BE; 
où j < k). 
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Démonstration 


On le vérifie pour les opérateurs 2(H;, Xi, Y;, Z) sans difficulté. 


Lemme 3.3 
Posons 


E= D (Cri Mesa 8 en @ ++ @ eny € OVA 


SESN+1 


où I(s) désigne le nombre d’inversions de la permutation s. Alors le sous- 
k-module kê est conservé par pyii(Un(gl(N + 1,k))) et la restriction à 
U;,(sl(N + 1,k)) de la sous-représentation correspondante est égale à la 
coünité de U;,(sl(N + 1, k)). 


Démonstration 
Calcul direct. 


3.4. Notation 


On note dét, la représentation de dimension 1 de U,(gl(N + 1,k)) 
dans k£ et on l’appelle déterminant quantique; dét; est aussi le coefficient 


Remarquons que l’on a aussi dét, = yn! où y est l'inverse de l’élé- 
ment Diesys:(—4 1)! de k. 


Lemme 3.5 
Le noyau de F contient les éléments suivants : 


PikPij — Wig Pin avec J < k 
PirPir — Pix P jk avec à < j 

Piz Pee — Pree Py avec k <i,j <£ 
Diz Pre — (PrePis + (a — 97") Peg Pie) aveck <i, l< j 
De! 


où €! est Pélément unité de W et où 


D'= > ET ER 


SESN41 
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Démonstration 


On obtient les éléments des quatre premiers types en écrivant que 
Ps commute avec l’endomorphisme T de @?kNt! égal à q sur S2k #1 
et à —qg ! sur AZKN*!: et le cinquième en écrivant que le coefficient 


gene g de U,(sl(N +1,k)) est égal à e. 


* * 
ei gen: 


3.6. Intermède 


On va maintenant démontrer que Ker F est égal à l'idéal bilatère fermé 
K de W engendré par les éléments ci-dessus. Pour cela on procédera en 
deux temps : dans un premier temps on utilisera le lemme diamant pour 
décrire le quotient W/K’, où K’ est l'idéal bilatère fermé engendré par 
les éléments des quatre premiers types; ensuite on divisera par D' — €. 


On utilisera les notations suivantes : 


Kı = ensemble des composantes de degré 0 des éléments de K’ 
= idéal bilatère de W engendré par les éléments p;;Pke — PkePij 
V = W/K; = k[(p;,)] 


m = morphisme canonique W — W/K’. 


Lemme 3.7 
Le quotient W /K' est une déformation formelle de V, i.e. est isomor- 
phe, en tant que k-module, à V. 


Démonstration 


On procède comme au théorème ITI.2.6.2, en prenant le système de 
réductions dans W formé des couples (Pipi; qpi;pix) avec J < k, etc. 


On vérifie qu’il est confluent et on prend comme application adaptée 
( (2/;)) — N le nombre d’inversions. 
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3.8. Notations 


On écrira V au lieu de W/K'; on posera 


L = idéal bilatère fermé de V engendré par 
l'élément & = 1(D! — €!) 
Lo = ensemble des composantes de degré 0 de L 


1 


idéal bilatère de V engendré par D — €, où € est 


l'élément unité de V et D le déterminant usuel. 
On doit montrer que l'application 
H:V/L— (U(si(N +1,k))°) [A] 
déduite de F est injective. 


Lemme 3.9 
On a V/Lo = U(SI(N +1,k))°. 


Démonstration 
Ce n’est autre que la présentation usuelle de l'algèbre U(sI(N +1, k))°. 


Lemme 3.10 7 
L'élément & est central dans V. 


Démonstration 

Considérons p comme une représentation de U,(gl(N + 1,k)) comme 
indiqué au 8 V.3.1; alors F peut être considérée comme une application 
de W dans A, (gl(N +1, k))°, qui est nulle sur K’ d’après le lemme V.3.2, 
donc définit une application 


F':W/K' — U,(gl(N +1,k)), 
laquelle est injective en vertu du lemme V.3.7 et du fait que sa com- 


posante de degré 0 est injective. L'image de D' par F' n’est autre que 
dét, ; notre assertion résultera donc du résultat suivant : 


Lemme 3.11 
Le déterminant quantique est un élément central de l’algèbre 
Un(gi(N + 1, k))°. 


“Of =a yaeua À D À 9IMIJSUO pop uo : A 
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oquesoduo9 es snd ap ‘[eIJUe9 499 © ‘yWepedeid əmə Np NMA UJ 
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aoRferjua 0 onb IIFA ep JUOP JUS snou [IT Q ? UIJ QT ya fQ, wa 
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Pour tout i, Y® est de la forme #0) - &, ie. 
y = D [yp (x Qr) 
p+q+r=n 


où fi = (up) désigne la Has dans V. Il existe ig tel que 
Vo = = = - œo Vi > io; 
ao étant régulier, ceci implique 
a = Vi> io; 


on pose Yo = z i0) Ensuite il existe ä > to tel que 


= vf) = maf, a0) +c)? -ataa Vizi; 
ceci implique | | 
z® = z9 Vi > 113 


on pose yı = zË ü) Et ainsi de suite. 


Lemme 3.13 7 
Les conditions © € V et hv € L impliquent t € L. 


Démonstration 
On peut écrire hv = ya avec y € V ; alors yoao = 0; comme ao est 
régulier, yo = 0 et ceci entraîne l’assertion. 


Lemme 3.14 
L'application H : V/L — (U(sI(N +1,k))°)[h] est injective. 


Démonstration 

Le k-module V/ L est séparé et complet pour la topologie h-adique; 
l’action de h est injective d’après le lemme précédent; on sait alors 
(lemme III.1.1.3) que V/L est de la forme X où X est un k-espace vec- 
toriel. L’application H peut s’écrire 

£ => D Hp(z4) -h 
n p+q=n 

où H, € Hom,(X,U(sl(N + 1,k))); identifiant X avec V/Lo, le lemme 
V.3.9 montre que Hp est injectif, et cela implique que Ho l’est aussi. 
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Au total nous avons démontré ce qui suit : 


Théorème 3.15 (voir aussi [2], [35]) 

Le dual restreint du groupe quantique U,(sl(N +1, k)) est le quotient 
de l’algèbre (k (CA) [A] par l'idéal bilatére fermé engendré par les élé- 
ments énumérés au lemme V.3.5. 


Chapitre VI 
Déformations 
d’espaces homogènes 


1. Introduction 


De nombreux travaux ont été consacrés ces dernières années aux quan- 
tifications d’espaces homogènes de groupe de Lie; voir par exemple [14], 
[15], [22], [13]; la situation est, en gros, la suivante : on se donne une 
variété de la forme M = G/A, où G est un groupe de Lie et A un 
sous-groupe fermé, et une algèbre de fonctions A sur M, et on cherche 
à construire des déformations de À; si on s’est donné en outre le terme 
d'ordre 1 antisymétrisé de la déformation (c’est un crochet de Poisson 
{, } sur A), on dit que l’on “quantifie le crochet {, P’. 


Dans le présent chapitre on suppose que G = SL(N,C) et on se pro- 
pose de replacer ces diverses constructions dans le cadre de la déformation 
formelle de U? constituée par (U,)°, dual restreint de Ua. Plus précisé- 
ment on rappelle (proposition II.2.4.2) que U? est isomorphe à l’algèbre 
Rho(G); on considère alors l’algèbre A ci-dessus comme une sous-algè- 
bre B de Rioi(G) et on se demande si la déformation formelle (44,)° de 
Rho(G) induit une déformation formelle de B. Pour cela il est nécessaire 
que B soit stable par le crochet de Poisson, dit “de Sklyanin-Drinfeld”, 
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obtenu par la méthode indiquée au § ITI.2.5.8; cette condition est étudiée 
en détail au § 3 et la déformabilité de B au 8 6. Le § 2 est consacré à l’étude 
des divers types de sous-algèbres B considérés dans ce travail : algèbre 
des fonctions polynômes sur l’orbite d’un vecteur v d’une représentation 
de dimension finie (V, r) de G (algèbre notée Ria(G)(V, 7, v)), algèbre 
des fonctions polynômes sur G invariantes à droite par un sous-groupe À 
de G ou une sous-algèbre de Lie a de g (algèbres notées respectivement 
Rra lA et Rra lG) ®). 

Les §§4 et 5 contiennent divers rappels sur les bigèbres et sur les 
algèbres Un = Un(g) et leurs duaux restreints (44, )0. 


2. Généralités sur R1A(G) et ses sous-algèbres 


2.1. Définitions et notations relatives à SL(N,C) et sl(N,C) 


On reprend les notations du § V.1.1.1 en ce qui concerne g, Fij, b, Hi, 
At, Xi, ¥;. Par contre on écrira X? et Y? au lieu de Xa et Ya, réservant 
ces dernières notations aux éléments de Up définis au 8 V.1.2.6. 

On dira qu’une matrice diagonale X = diag(x1,...,æn) est rangée si 
les conditions i < j < k et x; = x, impliquent x; = zj. 

On notera b, (resp. n4) l’ensemble des matrices triangulaires supé- 
rieures (resp. triangulaires supérieures strictes); définitions analogues 
pour b_,n_ et pour les sous-groupes correspondants B,,B_,N,,N. 

On note Z,(X) le centralisateur dans g d’un élément X. 

Pour toute partition N = N|+---+N, de N, on note gy, n, l’ensem- 
ble des matrices de g qui sont diagonales par blocs, i.e. de la forme X = 
diag(X1,...,X,) avec X; € gl(N;,C), et giv, nv, l’ensemble de celles 
pour lesquelles X; appartient à s{(N;, C). Les sous-algébres gy, nv, sont 
exactement les centralisateurs des matrices diagonales rangées. On définit 
de même les sous-groupes G N,N, Gy, Np 

On rappelle que toute sous-algèbre de Lie de g contenant b, est de la 
forme gy,,....n, + b+; ces sous-algèbres sont dites paraboliques standard. 


2.2. Définitions et notations relatives à Ria(G) 


On rappelle que l'algèbre Rioi(G) est engendrée par les coefficients 
Pij, à) =1,...,N, de la représentation naturelle de G dans Ce. 
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Pour tout couple (i, 7) on pose 
Pi5(g) = det((gre)kiess) 
de sorte que l’on a 
(is = (Pig). 
2.3. Actions L et R de G et g dans Ria(G) 
Elles sont définies par 


(L(a)- p)(g) = (ga), (R(a) : p)(g) = plag) 


(LX) o)l) = olg exp tX)|_ y RX) = 


pour tous a, g € G, X € 9, 4€ Rh(G). 
Pour toute partie A de G ou a de g, on pose 


Rio (GY = {p € Ra lG) | Lla) p= p Vae A} 


=0 


RralG)E® = {9 € RalG) | L(X)-p=0 YX ea}; 


ce sont des sous-algèbres de Rha(G). 


2.4. Quelques formules 


Pouri£jona 


(L(Ei;) j =} Gk, i 
d’où 
(V1.1) L( Bij) + Pre = §5,eP Ki 
Pour tout 4 on a 
Op 
L(H i kitl Qo 
(L( = 2, (ig Iri one) 
d’où 


(VI2) L(H;) pre = (ei — bis) * Pre. 
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Coefficients de la représentation adjointe 
On posera, pour simplifier les notations 


i jne(9) = (Ep Ad g- Exe) = (9° Eee gig 


soit encore 


(VL3) Bi = (—1) pir Pr 
et on a 
(V1.4) L(Emn) Bijke = One Dijime — me Disk n - 


2.5. Algèbres de fonctions sur des orbites 


Considérons une représentation de dimension finie (V, r) de G et un 
vecteur non nul de V ; notons 


e Gy (resp. gy) le stabilisateur de v dans G (resp. dans g) 


e ®7 l'application £ — z, de V* dans Ryoi(G), entrelacement entre 
la représentation contragrédiente de v et la représentation régulière 
gauche dans Roi (G) 


© Raal G)(V, 7, v) la sous-algèbre de Ryoi(G) engendrée par &7(V*). 


L’algébre Ryo (G)(V, m, v) est l’image de l'algèbre tensorielle @V* par 
l'application qui, à tout € = Dé, où én € @"V*, associe la fonction 


g > D (En S"(r(g) : v)); 


elle s'identifie naturellement à l'algèbre des fonctions sur l’orbite 7(G) -v 
qui sont des restrictions de polynômes sur V. 
Il est clair que l’on a 


Rho(G)(V, T, v) Cc Raol G) ECH) (as Rna lG) 


et que les deux derniers ensembles sont égaux si Gy est connexe; on 
trouvera dans [7] une condition nécessaire et suffisante pour que les deux 
premiers soient égaux; nous ne l’utiliserons pas, mais nous rencontrerons 
au §3.6 un exemple (communiqué par D. Luna) où ils ne le sont pas. 
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2.6. Cas de la représentation adjointe 


Si (V, x) est la représentation adjointe, on a toujours Rpo(G)(V, T, v) = 
Rno(G)“v) (cf. [29], corollaire 1 du théorème 3 et [31]). De plus, Por- 
bite Ad G - v est fermée si et seulement si v est semi-simple (i.e. si et 
seulement si Ad G - v contient une matrice diagonale) et, dans ce cas, le 
stabilisateur G, est connexe (cf. [29], lemme 5 et page 367). 


2.7. Cas des vecteurs dominants 


2.7.1. Définitions 
On notera P l’ensemble des poids dominants de G, ou formes linéaires 
n—1 
sur h de la forme X n;H} où n; € N et où (H*) désigne la base duale 
i=l 
de celle des H;. 
On rappelle que les représentations holomorphes irréductibles de di- 
mension finie de G sont en correspondance bijective avec P, 4 chaque A € 


P correspondant une représentation irréductible (V\,7)) et un vecteur 
dominant v, caractérisé (à un scalaire près) par les relations 


T(X) - vy = (A, X) + Uy VX ER 
TAX) + vx = 0 VX En. 


2.7.2. Rappel de quelques propriétés des vecteurs dominants 
(cf. [42], f6]) 
a) L’orbite 7,(G) - vx est un cône dont l’adhérence s’obtient en lui 
ajoutant le point 0. 


b) Le stabilisateur G,, se décrit comme suit : À est la différentielle 
d’un caractère y, du groupe H = exph, que l’on prolonge à By par 1 
sur N,; le stabilisateur dans G de la droite C - v) est un sous-groupe 
parabolique standard P}, ensemble des matrices de la forme 


Aji Ato © + Air 
0 Ago + © Air 


0 0 -> Arr 


? 
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où Aii € GL(N;,C) et II dét 4;; = 1. L'action de P, dans C : v) est un 
caractère prolongeant x); alors G,, est le noyau de ce caractère, et est 
le produit de Gly, y,, de N4 et d’un sous-groupe Ho de H. 

On a de même 


Gv. = ON, Np +n t+ bo. 


c) Notons (e1,...,en) la base canonique de CV; pour tout n = 
1,...,N Pélément e; À 6 A... A en est un vecteur dominant de AC"; 
le stabilisateur dans G de la droite C-e; Neg A... A €n est l’ensemble 


des matrices de la forme | : a où À € GL(n, C); le stabilisateur de 


€; A €z À... Aen est l’ensemble des matrices de cette forme, avec en plus 
N 

détA = 1; enfin le stabilisateur de @ ei Aez ^... A e, est réduit à N,. 
n=l 


d) Prenons Vy = g, m1 = Ad, vx = Ein, À = Hf +---+ Ayx_,. Alors 
est l’ensemble des matrices g vérifiant 


G 


Uy 
HNi= InN, Jia =0 Vi>l, gnj=0 VI<N; 


il est connexe si N > 3. 


2.7.3. Sous-algèbres Ria(G)(VA, Ta, Vr) 


On a toujours Rnoi(G)(Vr, Tas Ux) = Rho(G) Ex) (cf. [42]). Par ail- 
leurs, comme l’application > entrelace la représentation contragrédiente 
de 7 et la représentation régulière gauche dans Ryoi(G), les sous-espaces 
E, = Im(®7>) sont linéairement indépendants; leur somme directe est 
égale à Rrall G)» (cf. [32]). 

On a aussi E): E, C E\4, pour la multiplication Rra(G) (cela résulte 
du fait que le sous-module de V,@V, engendré par v\@v, est isomorphe à 
V4, par un isomorphisme qui transforme v\ QV, en v\4,); en particulier 
l'algèbre Rha(G)(VA, 7, va) est la sous-algèbre graduée, somme directe 
des En, n EN. 

On démontre (cf. [32]) que cette algèbre est quadratique, i.e. que le 
noyau du morphisme canonique @V* — Rpoi(G)(Vy, Ta, vx) est l'idéal 
bilatère engendré par ses éléments homogènes de degré 2. 
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2.8. Cas du groupe G = SL(2,C) 


2.8.1. Représentations irréductibles 

Il sera commode de modifier légèrement les notations du §IV.2.1. Ici 
l’ensemble P des poids dominants s’identifie à N ; on notera mm la repré- 
sentation irréductible de dimension m + 1, réalisée dans l’espace V,, des 
polynômes homogènes de degré m en deux variables complexes x et y par 


(rn ( j ) 5) (x,y) = f(ax + cy, bx + dy). 


On prend dans Vm la base suivante : 


ans (J shy k=0,1,...,m 


et le vecteur dominant Vm ; le stabilisateur G,,, est l’ensemble des matri- 


ces de la forme 4 Po avec a" = 1. Ona 


Tm(H) (URS (2k = m)UE 
Nm X) + vp = (k+ 1)vpa1 (0 si k =m) 
Tm(Y) + vp = (m—k+1)vg_-1 (0 si k= 0) 


(Up, Tm (( : t )) eves age. 


L’algébreRnoi(G)(Vin; Tm, Um) est l’ensemble des polynômes par rapport 
à a et c composés de monômes dont le degré est un multiple de m. 
Il est facile d’en donner une présentation : elle est engendrée par les 
monômes x, = a*c™~*, et elle est le quotient de l’algébre associative libre 
C - (zo,..-,2m) par l'idéal bilatère engendré par les éléments suivants : 


Tjli — Dit; pour O<i<jgom 
(VL.5) Lili — Loti; pour 0<i<j<mi+i<m 
LiL; — Tmligj-m pour 0<i<j<m,t+j M. 


Ceci donne aussi les équations de l’orbite tm(G) - Um et, par ailleurs, 
montre que le noyau du morphisme @V* — Rhoi(G)(Vm; Tm, Um) est 
engendré par l’orthogonal dans @?V* du sous-module de &°V,, engendré 
par Qum. 
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2.8.2. Cas de la représentation adjointe 


On prend ici m = 2, v = v, = H; l'algèbre Rha(G)(g, Ad, v) = 
Rroi(G)““) admet pour base les monômes a™*"b™d” avec m,n € N et 
a™cPd™+? avec m € N, p € N*. Il est facile d’en donner une présentation : 
elle est engendrée par les monômes a = ab, 8 = ad, y = cd et elle est 
le quotient de C - (a,b, y) par l'idéal bilatère engendré par les éléments 
suivants : 


Ba — af 

ya — ay 
(V1.6) ea 

ay = (P = B). 


Ceci donne l'équation de l'orbite Ad G. - v, à savoir z? — Toz: = 1, 
et, par ailleurs, montre que le noyau du morphisme canonique &g* — 
Rnoi(G)(g, Ad, v) est engendré par A?g* et par l'élément C — 1 où C est 
le Casimir déployé : 


1 
C= vf of (8u + of ®wÿ). 


3. Sous-algèbres de Poisson de Ria(G) 


3.1. La r-matrice classique 
On appelle ainsi l'élément r de A?g défini par 
1 à ache oil 
FF D Xa NYa = 3 2o Big N Eji 
acAt i<j 


(on a posé u À v = u & v — vu). 

(Cet élément r s’obtient, par le procédé indiqué au § HI.3.7, à partir d’une 
R-matrice quantique À dont on trouvera une forme explicite dans [37].) 
Le 1-cocycle 6 associé ar : 


6(X) = (ad @ ad)(X)-r 
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est donné par 


0 sii=j 

1 

2E;; A (Eii — Ejj) — 2 Eik N Epo ht <4 
(VIT) 6(Ei;) = i 5 A( jj) 2, k k,j J 

Es A (Ejj = Eii) +2 5 Eik A Ex si i > J. 


j<k<i 


3.2. Définition d’une deuxième relation d’ordre sur At 


Nous utiliserons plus loin la relation d’ordre suivante, distincte de celle 
du 8 V.1.1.1 : étant donné des éléments & et a’ de A* correspondant à 
des couples (i, 7) et (t, 7’), on écrira œ < a’ sit < iet j' > j. La formule 
(VI.7) montre que 6(X2) est une somme de tenseurs un @ Un où, pour 
chaque n, tn ou v, est de la forme X avec a! < a. 

On a une propriété analogue pour 6(Y?). 


3.3. Crochet de Poisson sur Rra(G) 
Pour y, Y € Rra(G) on pose 


{9, Y} = (CL x L)(r) — (R x R)(r)).(e 8 w)) 


où u’ désigne la multiplication Rnoi(G) ® Rnoi(G) > Rha(G). On obtient 
ainsi un crochet de Poisson, dit de Sklyanin-Drinfeld, qui munit Ryoi(G) 
d’une structure d’algèbre de Poisson : cela résulte du fait que l'application 
{, } s'obtient aussi par transposition à partir de l’application 


U —UŒ@U:u— [A(u),rl]. 
(Voir aussi ci-dessous § 5.7.) 
3.4. Stabilité par crochet de Poisson des sous-algèbres 
de la forme Ria(G)/() 


Lemme 3.4.1 
On a, pour p,Ÿ E€ RhalG)etXEg 


L(X)-{p, B} = {L(X)-y, b} + fy, LD} HAL (Lx L)(5(X))-(p@)). 


La démonstration est un simple calcul. 
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Proposition 3.4.2 
Si a est une sous-algèbre de Lie de g, pour que Rra(G)!(®) soit stable 
par crochet de Poisson : 


(i) I faut et il suffit que l’on ait 
(VL8) p((L x L)(6(X)) - (p @ #)) =0 


pour tous p, Y € Rro(G)Y, X € a. 
(ii) I suffit que l’on ait 


6(a) Cg@at+a@g 


et cette condition est aussi nécessaire si a est le stabilisateur d’un 
vecteur d’une représentation de dimension finie. 


(iii) I suffit que a admette une base B formée de certains H;, de certains 
X, et de certains Y, tels que 


X,E Bra <a > Xx€B 
YEB, œ <a > Y, EB. 


(L’assertion (ii) est due à Semenov-Tian-Shanski [38].) 


Démonstration 

(i) résulte du lemme. 

(ii) Suffisance : immédiat. 

(iii) résulte de là et de (VI.7). 

(ii) Nécessité : supposons qu’il existe X € a tel que 6(X) n’appartienne 
pas àg@a+a@get que a soit le stabilisateur G, d’un vecteur v d’une 
représentation (V, 7); notons Æ un supplémentaire de a dans g et écrivons 
6(X) =E + n avec 


£e Na+a@E+E@a, nENE, £0. 


Notons p l'application canonique de g sur T,(r(G).v), espace tangent 
en v à son orbite; (p Q p)(n) est un élément non nul de A?T;(r(G) - v); il 
existe donc des polynômes P et Q sur V tels que ((p®p)(n), P&Q) £0; 
posons 


plg) = P(x(g): v), d(g) = Q(r(g) : v); 
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alors y et w appartiennent à Rra(G)/(® et la fonction 


w((L x L)(6(X)) : (p 8 Y)) = p((L x L)(n) - (2 8 w)) 
prend au point J la valeur non nulle ((p @ p)(n), P 8 Q). 


3.4.3. Exemples 


La sous-algèbre Rro (G) ® est stable par crochet de Poisson si G = 
SL(2,C) ou si a est de l’un des types suivants : 


a) a est de codimension 1; 


MIT 


Démonstration 
a) est immédiat; pour G = SL(2,C), il suffit de considérer le cas où 
dim a = 1, qui est immédiat. 

Pour les cas b), c) et d), on utilise la proposition 3.4.2 (iii); pour le 
cas e), on utilise la proposition 3.4.2 (ii) et la description suivante de a : 
a={X €g|zip=OVit p, Taj =OVIFG, Tpp = Tag}: 

Enfin le cas f) est analogue. 


3.4.4. Exemples 


La sous-algèbre Ryo (G)” (9) n’est pas stable par crochet de Poisson si 
a est l’un des types suivants : 


g) a est le centralisateur d’une matrice diagonale non rangée H = 
diag(hy,.-., An); 


N-1 
h) a est le centralisateur d’une matrice de Jordan X = X E;;,, et 
i=1 
N > 4. 
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Démonstration 
Cas g) : a est l’ensemble des X € g tels que 231; = 0 si h; Æ hj; il 
existe p et q vérifiant 
p+1 <q, hp = hg, hr £ hp Sp <T<G; 
d’après (VI.7), on a, modulo g@a+a@g: 


5(Epq) = —2 D Ens A Erg £ 0. 
p<r<q 
Cas h) : a admet pour base &,...,€y-1 où €; = = i i+j; prenant 


pour base d’un supplémentaire Æ de a les éléments He E;,; avec i > j 
et Ejj avec 1 <i <j < N —1, on voit facilement que (Ei, n) a une 
composante non nulle dans A?E. 


3.5. Stabilité par crochet de Poisson des sous-algèbres 
de la forme Ria (G)*) 


Lemme 3.5.1 
Soit A un sous-groupe fermé de G, a son algébre de Lie; on suppose 
a) que Ryoi(G)* est stable par crochet de Poisson 


b) que A est engendré par sa composante neutre et par un sous-groupe 
Ao de H = exp b. 


Alors Rha(G)X4) est stable par crochet de Poisson. 


Démonstration 


Cela résulte de la formule suivante (à rapprocher de celle du lemme 
3.4.1) : 


L(a) - {p, Y} = {L(a) ; p, L(a)#} 
°((L x L)((Ad 8 Ad)(a) -r — r) - (L(a) -p ® L(a) -#)) 
et du fait que, si a € H, (Ad @ Ad)(a)-r=r. 


Proposition 3.5.2 
Si A est de la forme Gu, , Rno(G) (4) est stable par crochet de Poisson. 


Cela résulte du lemme et du fait que A = Giy, 
et N, sont connexes. 


CE 
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3.6. Une sous-algèbre de la forme RralG)(V, 7, v) 
non stable par crochet de Poisson 


On utilise les notations du §2.8 avec m = 3, ie. G = SL(2,C), 
V =V3, T = 73, et on prend v = v = 3x7y. On a donc 


T ( j : ) -v = 3c? dup + c(3be + 2)vı + a(3be + 1)wz + 3a7bv3. 


Le stabilisateur G, est trivial, donc Rha(G) 2) = Rro (G). La sous- 
algèbre B = Rha(G)}(V,T,v) est engendrée par les quatre éléments sui- 
vants : po = ab, yı = a(3bc + 1), yo = c(3bc + 2), p3 = cd. On va 
vérifier que {0,1} n'appartient pas à B, ce qui montrera aussi que 
Rno(G)(V, 7, v) west pas égale à Rra(G) EC»). 


Onar=}XAY et 
bo, p1} = (CL x L)(r) : (po 8 v1) — H°((R x R)(r) : (vo 8 ¥1)); 


le deuxième terme du second membre appartient à B parce que toute 
algèbre de la forme Ryoi(G)(V, 7, v) est invariante par les opérateurs 
R(Z), Z € g. Il suffit donc de montrer que le premier n’appartient pas à 
B. On a facilement 


H°(CL x L)(r) : (po 8 p1)) = 2a*b. 


Si cet élément appartient à B, on peut écrire, sous la condition ad—be = 1, 


ab = So Amnpa¥o Too; 


mn, Pq 


lorsque a Æ 0 et b = 1, ceci s'écrit 


= Y Ammp gor IPH (Be + 1)"(3e +2) (e+ 1); 


MN;P,q 


le second membre devant rester borné lorsque c — ov, le nombre 


sup{n + 2p + 3q | Amnp.q £ 0} 


est nul; alors 
3 2m 
a = > Amo,0,04 
m 


ce qui est absurde. 
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4. Quelques propriétés des bigèbres 


Soit À une bigèbre complexe avec multiplication u, unité 1, comulti- 
plication A et coùnité £; et soit wo la multiplication du dual restreint A? 
de A; nous écrirons aussi ww au lieu de p(y @ Y). 

Pour tout a € A, on définit des opérateurs linéaires L(a) et R(a) dans 
A? par 

(L(a) P, b) (p, ba) 

(R(a) P, b) (9, ab); 
ce sont des dérivations (resp. automorphismes) si a est primitif (resp. 
de type groupe, i.e. A(a) = a Q a). Lorsque A = U(g), on retrouve les 


opérateurs L et R définis au § 2.3. 
On a 


(V1.9) L(a) : pp = u'((L x L)(A(a)) - (9 8 #)). 


ll 


Pour toute partie E de A on pose 
(A°)“) = {y € A? | Lla) -p =0 Ya € E}. 
Le résultat suivant est immédiat : 


Lemme 


(i) Pour que (A°)““) soit une sous-algèbre de A, il faut et il suffit que 
l’on ait 


(Lx LXA(a)-(b8)=0 Ypy E (AH , ae E. 
(ii) Ceci a lieu en particulier si 


A(E) C AE@ A+ AQ AE. 


5. Retour sur h(g) 


5.1. Généralités 


L’algèbre Un = U(g) étant définie comme au §V.1.2.1, on sait quil 
existe d’une part des isomorphismes de C-modules Uy, — U (cf. § V.1.2) 
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et, d’autre part, des isomorphismes de C-algèbres Un — U où U est 
muni de la déformation formelle constante de la multiplication de U (cf. 
théorème JJI.2.5.5) ; certaines des constructions qui suivent dépendent du 
choix de l’un ou l’autre de ces isomorphismes. Pour simplifier l'exposé, 
nous introduirons les terminologies suivantes. 


5.2. Définitions 


Nous appellerons réalisation d’un C-module V tout isomorphisme de 
C-modules V — V/hV induisant l'identité au niveau de V/AV; il en 
existe si et seulement si V est séparé, complet et sans torsion (lemme 
III.1.1.3). 

Nous appellerons trivialisation d’une C-algèbre V toute réalisation 
de V transformant la multiplication de V en la déformation formelle 
constante de la multiplication de V/hV. 

La réalisation de Up construite au 8 V.1.2 dépend du choix de bases 
dans U et Up; elle va nous permettre de considérer g comme un sous- 
espace vectoriel de Uha. 


Proposition 5.3 
Il existe des trivialisations À : Un — U ayant les propriétés suivantes : 
(i) A(H)=H VH Eb, 
(ii) A ne modifie pas la coünité €. 


La démonstration utilise le lemme suivant, qui nous servira aussi plus 
loin. 


Lemme 5.4 

Soit (A, u) une algèbre complexe, B et C des sous-algébres de A vé- 
rifiant B C C et H!(B, A/C) = 0; (A, ñ) une déformation formelle de 
(A, p) telle que B soit une sous-algébre de A; T un automorphisme du 
C-module A transformant ji en la déformation formelle constante fi! de 
ps avec To = idy. Alors il existe un élément inversible & de (A, ju’) tel que 


Pon ait œ = 1 et Ada: (T(B)) CC. 
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Démonstration 


Notons 7 l’application canonique A — A/C. On a par définition, pour 
a1,0,E€ AetneN 


D (Tp( Halar, a2)) — T,(a1).Ty(a2)) = 0. 
p+q=n 
Prenant n = 1, on voit que (m o Ti)lg € Z'(B, A/C); il existe donc 
a, € A tel que 


Ti(b) — ba, +ayb EC Vbe B. 
On a alors 
((1 + ah) - T(b) - (1 + ah)! = T,(b) — bay + ab € C. 


On peut donc supposer que T(b): € C pour tout b € B. Alors (roT)|g € 
Z'(B, A/C), et ainsi de suite. 


5.5. Notation 


Pour toute partie X d’une algébre A, nous noterons H°(X, A) le cen- 
tralisateur de X dans A. 


5.6. Démonstration de la proposition 


(i) On applique le lemme avec A = U(g), B = U(b), H°(U(b),U(g)); 
on a bien H!(B, A/C) = 0 parce que B est commutative et que A/C 
ne contient pas le B-module trivial. On prend pour (A, jt) la réalisation 
indiquée ci-dessus de {4,. Le lemme montre qu'il existe une trivialisation 
A vérifiant A(h) C (H0(U(b),U(g))) ; enfin on peut déduire de là que 
A(H) =H VHEH (cf. [17], proposition 4.3). 

(ii) Ce résultat (non publié) m’a été communiqué par M. Gersten- 
haber. 


5.7. Dual restreint de U, 


Le dual restreint (U)? de Up a été défini au §III.3.5.1; rappelons 
qu’on en obtient une réalisation de la façon suivante : on choisit une 
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trivialisation de Un, soit A: Un — (U, A) où ji’ désigne la déformation 
formelle constante de la multiplication de U; l'inverse de la transposée 
de A induit un isomorphisme de C-modules 


Y : (h — Un); 


ensuite, utilisant le fait que toute représentation de rang fini de (U, 7’) 
est équivalente à la déformation formelle de sa composante de degré 0 
(cf. §TII.2.5.7), on voit facilement que (ü, p) =U. 

Enfin, si l’on note p? = (u? )nen la nlppieation de U transportée 
par Ÿ de celle de (U,)°, le crochet de Poisson u? — p? oo est identique 
à celui du 83.3 : cela résulte de ce que l'élément r est construit à partir 
d’une R-matrice quantique associée à la déformation formelle de {4° (cf. 


§3.1). 


6. Déformations de sous-algébres de U? 


6.1. Généralités 
Définition 

Etant donnée une sous-algèbre By de U? = RhalG), nous dirons 
qu’une sous-algèbre B de (Un)? est une déformation formelle de Bo au 


sein de (Un)? s’il existe une réalisation Y : (Up)? > U? transformant B 
en l’ensemble Bo des éléments Ø = (Yn) tels que Yn € Bo pour tout n. 


Le résultat final du 8 5.7 montre que, pour qu'il existe une telle sous- 
algèbre B, il est nécessaire que Bo soit stable par crochet de Poisson. 


Nous examinerons d’abord le cas où Bo est de la forme (U°)/(); 
le candidat naturel pour B est alors ((4&)°){(®), expression qui a bien 
un sens puisque nous avons plongé, au 8 5.2, g dans Up, en tant que sous- 
espace vectoriel; mais l’ensemble ((44,)°)/(%) n’est pas nécessairement une 
sous-algèbre de (Un)? ni une déformation formelle de (4°}2(9). 


Nous examinerons ensuite le cas des sous-algèbres Bo de la forme 
(U°)A), et celui des sous-algèbres Ryo (G)(V, 7, v), dans certains cas 
particuliers. 
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6.2. Cas des sous-algébres de la forme (U/°)/( 
On a d’abord le résultat suivant, analogue au lemme du §4: 


Lemme 6.2.1 

Pour que ((Up)°)" soit une sous-algèbre de (U,)°, il suffit que l’on 
ait 

A(a) CU, -a QU, +U, @ U, a. 

Lemme 6.2.2. 

Pour tout a € At, A(X.) (resp. A(Y,)) est somme de tenseurs de la 
forme u @ v où u ou v est divisible à droite par un Xw (resp. Yw) avec 
a’ < a pour la relation d'ordre définie au § 3.2 


Démonstration 


Par récurrence sur la longueur de a. 


Corollaire 6.2.3 
L'ensemble ((U,)°)"™ est une sous-algèbre de (Un)? si a est de l’un 
des types suivants : 


— 1 ; 
a) a= EN, Nr ou On, ce Np) 
b) a=n, oun; 


c) a= gn. 


6.2.4. Remarque 

L'ensemble ((U,)°)4 n’est pas une sous-algèbre lorsque G = SL(2, C) 
et a = C- (H — X +Y), bien que (U°)4“) soit stable par crochet de Pois- 
son (cf. § 3.4.3). En effet, en utilisant les formules (VI.1), (VI.2) et (VL9), 
on voit que L(H — X +Y )(a +b) et L(H — X +Y )(c+ d) sont nuls, mais 
que 


L(H — X +Y)-((a+b)(ce + d)) = (2 — q — qz ')(ac — bd) £ 0. 


Lemme 6.2.5 _ S 
Soit A: Up — U une trivialisation de U, telle que l’on ait A(a) C Ua. 
Alors, notant WV l'inverse de la transposée de A, on a 


Da) ) = (ayy. 
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Démonstration 


On a, par transport de structure, 
g (GA) = QAR) 


et l’on doit donc montrer qu'un élément f. = (fn) de Uô est annulé 
par L(A(a)) si et seulement si tous les f, sont annulés par L(a). On 
va démontrer la nécessité, la suffisance sera alors immédiate. Pour tout 
T = (un) E Ü et tout a € a on a 


i.e. pour tout n : 
> (fp, ug: A(a)r) = 0 
p+g+r=n 
(on rappelle que la multiplication de U est la déformation formelle con- 
stante de celle de U); prenant en particulier u € U, i.e. uy = 0 Yq > 0, 
on a 
D (fp. u:A(a)r) =0 VneN, uel, a€a. 


ptr=n 


Prenant n = 0, comme A(a)9 = a, on voit que fo est annulé par L(a); 
prenant ensuite n = 1, comme A(a), € Ua, on voit immédiatement que 
fi est annulé par L(a); et ainsi de suite. 


Théoréme 6.2.6 

L’ensemble ((U;,)°)" est une sous-algèbre de (Un)? et une déforma- 
tion formelle de (U°)"*) au sein de (Un)? si a est de l’un des types con- 
sidérés au corollaire 6.2.3. 


Démonstration 


Cas a). Considérons d’abord le cas de giy, „y, que nous noterons g'; 
on applique le lemme 6.2.5 en construisant d’abord une trivialisation A 
envoyant g’ dans ({(g')*) (on a noté U(g’)* l’ensemble des éléments de 
U(g') sans terme constant). Pour cela on part de la réalisation Un — 
U construite au §V.1.2, qu'on note R; ici U est muni d’une certaine 
multiplication & et il est facile de voir que (U(g’))~ en est une sous-algè- 
bre. On applique ensuite le lemme 5.4 avec (À, fi) = (4, ji), B= C = 
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U(g’) et en prenant pour T la composée de R~? avec une trivialisation I 
de Un ayant les propriétés de la proposition 5.3. Posant alors A = Ad aol], 
on a bien A(g’) c (U(g YY. 

Considérons maintenant le cas de a = gn,,...v, ; 4 est somme directe de 
g’ et d’une sous-algèbre ho de h commutant avec g’, ce que nous écrirons 
bo C H?(g', U). Posons § = Ad à oT; on vérifie facilement que 


She) € (Hg, U(8))); 
on peut alors appliquer le lemme 5.4. avec 


H°(g’,U(g)) 

U(Bo) 

H°(bo, H°(g', U(g))) 
S; 


HO & » 
, oid 


ti 


il existe donc 8 € (H?(g',U(g))y vérifiant Bo = 1 et 
(Ad 8) - (S(ho)) € (H° (bo, H°(g',4(8))) 
alors Ad Ë o Õ envoie bo dans (U(bo)y (cf. [17], proposition 4.3) et g' 


dans (U(g’))~ parce que 8 commute à cet ensemble. 


Cas b). On utilise le lemme 6.2.5 en prenant une trivialisation A vé- 
rifiant A(H) = H pour tout H € h; on doit donc prouver que A(n;) 
est inclus dans (U - n, Y. Pour tout a € At, A(X,) est une combinaison 
linéaire sur Č de monômes ordonnés (dans U) 


E= Y: YS, -Ha eee Hin Xp, -XB 
(cf. § V.1.1.5). Ecrivant 
A([Ħ, Xal) = [ACH), A(Xa)] 


où les crochets de gauche et de droite sont calculés respectivement dans 
U, et dans U, on s'aperçoit que chacun des € ci-dessus non nuls contient 
au moins un Xg. 


Cas c). Il résulte des cas précédents et du fait que 


N, +14 + Bo. 


FREE 
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6.2.7. Exemple 

On prend G = SL(2,C), a = Z(H) = C- H; l'algèbre (U°)>™ est 
engendrée par les coefficients D où r, est la représentation de Uy, 
correspondant à 72. Pour cela on construit une application T : V) > 
Vi @ Vi entrelaçant les représentations x; et t} Q 7 de Up : 


T (v2) = eo 8 e0, T(v1) = oe: Q eo + GH | €o Bi, T (vo) = €1 Se 


où (eo, €1) est la base canonique de C?; on en déduit que 


Diy = (gta ')ab 
Le (@ + 1)ad — ge 


Oi, = d(g+g )cd. 
Par ailleurs, utilisant la base de ({4,)° formée des éléments a™b"d? et 
a™c"d? et le fait que H est primitif, on vérifie sans peine que l’algèbre 
((U;,)°)““ est aussi engendrée par les éléments ab, ad, cd. Enfin, on peut 
démontrer que les relations (VI.6) se déforment comme suit : 


Ba — gab +(e -1)a 

ya — gray + q(q? —1)(8 -€) 
18 — By + (a —1)7 

ary — g (8 — B). 


6.2.8 Remarque 


Les déformations formelles des sous-algèbres de la forme (44°)2(4) avec 
a = gy,,..,n, ont été étudiées dans [14]. 


6.3. Cas des sous-algèbres de la forme (U/°)/(4) 


Théorème 6.3.1 
Soit À un sous-groupe de Lie de G, a son algèbre de Lie. On suppose 


a) que ((Up)°) et une sous-algèbre de (Uh)? est une déformation for- 
melle de (U°)"*) au sein de (Un)? 


b) que À est engendré par sa composante neutre et par un sous-groupe 
Ap de H = exp. 
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Alors 

(i) Ap opère naturellement par automorphismes dans (Un)? 

(ii) (Uhn) N((U,)°)L est une sous-algèbre de (Un)? et une déforma- 
tion formelle de (U°)*) au sein de (U,)°; nous la noterons ((U,)°)"™). 


Démonstration 


(i) Soit A une trivialisation induisant l'identité sur h; définissons Y 
comme au §5.7; pour tout y € (U,)°, Y() a des composantes U(y), 
dans U° et on a 


Y(L(X) -phn = LX) Ply} VX Eb. 


Ceci montre que la série exp L(X) - y converge; on peut la noter L(a) - 
en posant a = exp X ; L(a) est un automorphisme puisque L(X) est une 
dérivation. 


(ii) est maintenant immédiat. 


6.3.2. Exemples 


Le théorème précédent s'applique en particulier au cas où A est de la 
forme G,, (cf.$ 2.7.2); mais dans ce cas on peut construire la déforma- 
tion formelle de l'algèbre (44°)2(4) d’une autre façon, comme déformation 
formelle de Ria(G)(Vi, Ta, vx) (c’est le point de vue adopté dans [40], 
où l’on conjecture aussi que l’algèbre déformée est quadratique). En ef- 
fet, notons (Vy, 7\) la représentation de U, corresponant à (Vy, ma); Vy 
contient un unique (à un facteur près) vecteur dominant v) ; notons 


oo: Ve QU) et Ey = Im dr 


les objets analogues à $, et Ey définis au § 2.7.3; on a encore E}: E, C 


E; +p de sorte que la sous-algèbre A, fermée engendrée par E; est l’adhé- 
L(A) 


rence de la somme directe des Ej,- On va prouver que A, = ((4,)°) 
Les raisonnements faits au § 6.2.6 montrent qu’il existe une trivialisation 
A : Un — U telle que l'inverse de sa transposée envoie ((U,)°)4) sur 
((49)2 4); nous identifierons Ua à U. Par ailleurs, puisque toute repré- 
sentation de rang fini de U est équivalente à la déformation formelle 
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constante de sa composante de degré 0, on peut supposer que 7 est la 
déformation formelle constante de m) et que v\ = vy; alors E\ = Fy et 


Ay = (F(G)(Vn mora) y= (UO = (UPA. 


6.3.3. Exemple 

Lorsque 7 est la représentation naturelle de SL(N,C) dans CV et 
que vx est le premier vecteur de base de C™, ((44,)°)2(4) est engendrée 
par p1,1, P2,1,---, PN,1 avec les relations pj 115,1 — QPi1P;1 pour à < j; c’est 
l’espace quantique de Manin. 


6.3.4. Exemple 


Prenons G = SL(2,C) et utilisons les notations du $2.8 On peut 
démontrer que les relations (VI.5) se déforment comme suit : 


Dit; — QU rot, pour 0 <i<j<m,i+j<m 
Lil; — DE br pour0<i<j<m,i+j>m. 


Bibliographie 


[1] E. Abe, Hopf Algebras, Cambridge University Press, 1977. 


[2] H. H. Andersen, P. Polo, W. Kexin, Representations of Quantum 
Algebras, Invent. Math. 104 (1991), 1-59. 


[3] N. Andruskiewitsch, Some Exceptional Compact Matrir Pseu- 
dogroups, Bull. Soc. Math. France 120 (1992), 297-325. 


[4] F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz, D. Sternheimer, 
Deformation Theory and Quantization, I, II, Ann. Physics 111 
(1978), 61-110 et 111-151. 


[5] G. M. Bergman, The Diamond Lemma for Ring Theory, Adv. in 
Math. 29 (1978), 178-218. 


[6] A. Bialynicki-Birula, On homogeneous affine spaces of linear alge- 
braic groups, Amer. J. Math. 85 (1963), 577-582. 


[7] W. Borho, H. Kraft, Uber Bahnen und deren Deformationen bet 
linearen Aktionen reduktiver Gruppen, Comment. Math. Helv. 54 
(1979), 61-104. 


[8] N. Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, chapitres VII et VIII, Mas- 
son. 


144 Bibliographie 
[9] T. Brécker, T. tom Dieck, Representations of Compact Lie Groups, 
Graduate Texts in Math. n° 98, Springer, 1985. 


[10] H. Cartan, S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton University 
Press, 1956. 


11] V. Chari, A. N. Pressley, A guide to Quantum groups, Cambridge 
University Press, 1994. 


[12] J. Dixmier, Algébres enveloppantes, Gauthier-Villars, 1974. 


[13] J. Donin, D. Gurevich, Quasi-Hopf algebras and R-matriz structures 
in line bundles over flag manifolds, Selecta Math. 12 (1993), 37-48. 


[14] J. Donin, D. Gurevich, Some Poisson structures associated to 
Drinfeld-Jimbo R-matrices and their quantization, & paraitre. 


[15] J. Donin, D. Gurevich, Braiding of the Lie algebra sl(2), à paraître. 


[16] V. G. Drinfeld, Quantum Groups, Proc. ICM, Berkeley 1 (1986), 
798-820. 


[17] V. G. Drinfeld, On almost cocommutative Hopf algebras, Leningrad 
Math. J. 1 (1990), 321-342. 


[18] M. Gerstenhaber, On the Deformations of Rings and Algebras, An- 
nals of Math. 79 (1964), 59-103. 


[19] M. Gerstenhaber, S. D. Schack, Bialgebra Cohomology, Deforma- 
tions and Quantum Groups, Contemporary Math. 134 (1992), 
51-92. 


[20] A. Guichardet, Cohomologie des groupes topologiques et des algè- 
bres de Lie, Cedic-Nathan, 1980. 


[21] A. Guichardet, Leçons sur certaines algèbres topologiques, Partie 3, 
Gordon and Breach, 1967. 


[22] D. Gurevich, Braided vector fields over quantum orbits, à paraître. 


[23] S. Helgason, Differential Geometry and Symmetric Spaces, Aca- 
demic Press, 1962. 


Bibliographie 145 
[24] E. Hewitt, K. A. Ross, Abstract Harmonic Analysis, II, Grundlehren 
n° 152, Springer, 1970. 
[25] G. Hochschild, The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965. 


[26] J. E. Humphreys, Linear algebraic groups, Graduate Texts in Math. 
n° 21, Springer. 


[27] M. Jimbo, A q-difference Analogue of U(g) and the Yang-Bazter 
Equation, Letters Math. Phys. 10 (1985), 63-69. 


[28] M. Jimbo, A q-analogue of U(gl(N + 1)), Hecke Algebra and the 
Yang-Barter Equation, Letters Math. Phys. 11 (1986), 247-252. 


[29] B. Kostant, Lie group representations on polynomial rings, Amer. J. 
Math. 86 (1963), 327-402. 


[30] J. L. Koszul, Homologie et cohomologie des algèbres de Lie, Bull. 
Soc. Math. France 78 (1950), 65-127. 


[31] H. Kraft, C. Procesi, Closures of conjugacy classes of matrices are 
normal, Invent. Math. 53 (1979), 227-247. 


[32] G. Lancaster, J. Towber, Representation functors and flag algebras 
for the classical groups I, J. Algebra 59 (1979), 16-38. 


[33] S. Lang, Algebra, Addison-Wesley, 1965. 


[34] M. Naïmark, A. Stern, Théorie des Représentations des Groupes, 
MIR, Moscou, 1979. 


[35] N. Yu. Reshetikhin, L. A. Takhtadzhyan, L. D. Faddeev, Quantiza- 
tion of Lie groups and Lie algebras, Leningrad Math. J. 1 (1990), 
193-225. 


[36] M. Rosso, Finite Dimensional Representations of the Quantum Ana- 
logue of the Enveloping Algebra of a Complex Simple Lie Algebra, 
Comm. Math. Phys. 117 (1988), 581-593. 


[37] M. Rosso, Analogue of PBW-theorem and the Universal R-matrix 
for Ua (sl(N + 1)), Comm. Math. Phys. 124 (1989), 307-318. 


146 Bibliographie 

[38] M. A. Semenov-Tian-Shanski, Dressing transformations and Poisson 
group actions, Publ. RIMS, Kyoto 21, 1237-1260. 

[39] S. Shnider, S. Sternberg, Quantum groups, International Press, 1994. 


[40] Ya. S. Soibelman, On the quantum flag manifold, Funct. Anal. and 
its Appl. 26 (1993), 225-227. 


[41] M. Takesaki, Theory of Operator Algebras, Springer, 1979. 


[42] E. B. Vinberg, V. L. Popov, Sur une classe de variétés affines quasi- 
homogènes, Izvestia Akad. Nauk. 36 (1972), 749-764 (en russe). 


[43] G. Warner, Harmonic Analysis on Semi-simple Lie Groups, I, 
Springer, 1972. 


[44] S. L. Woronowicz, Compact Matrir Pseudogroups, Comm. Math. 
Phys. 111 (1987), 613-665. 


Index terminologique 


Adaptée (application) 4 
Algèbre 1 
Algèbre associative libre 1 
Algèbre de Hopf 17 
Algèbre de Hopf triangulaire 
ou quasitriangulaire 22 
Algèbre de Lie de Heisenberg 74 
Algèbre enveloppante 5 
Algèbre extérieure 4 
Algèbre poissonienne 45 
Algèbre symétrique 4 
Ambiguité 2 
Antipode 16 
Augmentation 16 


Bigèbre 15 

Bigebre copoissonienne 46 
Bigébre de Lie 49 
Bigébre poissonienne 46 


Caractère (d'une algèbre) 27 
Casimir déployé 126 
Coassociative (cogèbre) 14 
Cobord 63, 66 

Cochaîne 63, 66 
Cocommutative (cogèbre) 14 
Cocrochet de Poisson 46 


Cocycle 63, 66 

Coefficient 6, 8 

Cogébre 14 

Comultiplication 14 

Confluent (systeme de réductions) 3 
Contragrédiente (représentation) 20 
Coünité 15 

Crochet de Poisson 45 

Crochet de Sklyanin-Drinfeld 127 
C*-algèbre, C*-norme 32 


Décomposition triangulaire 104 
Déformation formelle 
d’une algèbre associative 59 
d’une algèbre de Hopf 78 
d’une représentation 68 
(dérivée d’une) 70, 83 
Déterminant 10 
Déterminant quantique 113 
Dual restreint 6, 81 


Equation de Yang-Baxter 
classique 47 
quantique 21 

Equivalence 
de déformations formelles 60 
de représentations 63 


148 Index terminologique 


Espace quantique de Manin 141 


Fonction représentative 8 
Forme de Killing 49 

Forme linéaire représentative 6 
Forme réelle 34 

Formule de Clebsch-Gordan 93 


Groupe de Lie-Poisson 50 
Involution de Cartan 33 


Matrice de Cartan 100 
Matrice diagonale rangée 120 
Mesure de Haar 45 

Monôme ordonné 104 


Nombre d’inversions 4 


Plan quantique de Manin 74 
Poids dominant 123 
Polynômes de Gauss 75 
Présentation 2 
Primitif (élément) 47 
Produit de convolution 9 
Produit tensoriel de 
représentations 19, 79 


q-coefficients du binôme 75 


Rang d’une représentation 62 
Réalisation 133 
Relations de Serre 102 
Représentation d’une défor- 
mation formelle d’algèbre 62 
Représentation minimale 69 
R-matrice universelle 21 
r-matrice classique 126 


Somme directe de 
représentations 62 

Sous-algèbre de Cartan 99 

Sous-algèbre parabolique 
standard 120 

Spectre de Gelfand 33 

Systéme de réductions 2 


Théoréme de dualité de 
Tannaka-Krein 29 

Théorème de dualité pour les 
groupes finis 28 

Théorème de Poincaré-Birkhoff- 
Witt 5, 104 

Trivialisation 133 


Vecteur dominant 123 
Volte 20 


Index des notations 


k, Hom (V,W), End V ...... 1 Spk?, SE? oaiae 75 
V* VOW, @V ............. 1 , [m 
(X), K(X), KIX] oaia. 1 Ces (a | n ) rer 15 
fi @ fa, fi X fo, M(n, k) ...…. 1 AÎk? 76 
SV, AV rer... 4 H, X,Y eee 87 
U(g) re 5 Un(sl(2, #)) ooien 88 
OF PT... 6,8 Gy D resserre... 89 
Tijs A9 6,8 K, Ko ..................... 89 
R(G), kG .................. 8 [n]a {nl}, i 90 
Reont(G), Rnot(G) 00an. 9 nf, 
KX D cece cece 10 Xas Yo se... 100 
H, i, T23 eersseeeeserer.e 14 Un(sl(n, k)) vee eee ee eee 104 
AE aoaaa 15 Ki, Kio... 111 
Aéty secs... 113 
me Cu A MR Bayt cotseese 12 
GA) serrer g7 Par Na ZX) ee 120 
Liber 45 BM Ney SAN ce 120 
ES a7 o Bh Pig eee 120 
Li LR... 121, 132 
Me ROHS RaO.. m 
~ | Rha(G)(V, T, v) teen eee 122 
a x) pires 3 P, Vi, Ta, UN cece cece ne ee 123 
al otre Tm vce cnet e ene n eens 125 
H” (9, X) .................. 66 HG) ecreis 134 


Rep(U), Rep(U, jt) ......... 69 


